


 



 摘 要 I 

 

摘 要 

压缩感知理论与光学成像的结合促成了光学压缩编码超分辨率成像的产生。

这使得通过对场景很少的观测而重构出高分辨率的图像成为可能。然而，这一领

域仍然存在很多尚未解决的问题。本文在经典压缩编码孔径成像方法的基础上，

优化了压缩编码模板的设计过程，大大降低了大模板生成算法的空间复杂度和计

算复杂度；采用全变分正则化项，减少了重建图像的伪影，提高了重建图像的质

量；较全面地分析了压缩编码成像方式在 4-f 系统上的应用；提出了压缩编码孔径

4-f 成像系统的改进方法，并提出了多次曝光的压缩编码成像方法。 

本文较全面地论述了光学压缩编码成像方法在空域、频域和时域三方面的应

用，并实现了空间、时间复杂度更低、效果更好的重建算法。 

 

关键词：压缩成像 超分辨率 压缩感知 4-f 成像系统 多次曝光 

 



 Abstract III 

 

Abstract 

The field of encoded optical compressive imaging emerges due to the combination 

of compressed sensing theory and optical imaging, which makes it possible to sample 

fewer points and reconstruct high resolution images. However, a lot of problems remain 

unsolved in this field. Based on classical compressive coded aperture imaging method, 

the design of coded aperture is optimized to make the procedure faster and occupy less 

memory. Besides, a regular term of total variation is appended to the original 

optimization, which reduces the artifacts and makes the image quality better. Moreover, 

the application of encoded compressive imaging in 4-f imaging architecture is generally 

analyzed and an improvement was proposed. Finally, the multi-shot encoded 

compressive imaging method is also proposed. 

To sum up, the encoded optical compressive imaging method is widely discussed 

in this paper, including its application on space domain, frequency domain and time 

domain, and a better reconstruction algorithm for this field is selected which requires 

less time and memory but produces better images. 
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第一章 绪论 

1.1 课题的背景与意义 

在一些光学成像的应用，考虑到系统的成本、体积等因素，人们希望用小尺

寸的感光器件进行成像。例如，在弱光成像中，敏感的测量器是十分昂贵的，使

用小尺寸的感光器件可以大大降低成本[1]。在另外一些应用中，如遥感，尽管已经

使用高分辨率的感光器件，但探测器的分辨率仍不能满足实际需求。事实上，人

类对于分辨率的追求是无止境的，因此，超分辨率成像技术就显得尤为重要[2]。 

图像的超分辨率主要有两类：一类是通过传统成像设备对场景采样，之后利

用插值、重建、机器学习等方法对传统图像进行图像超分辨率，属于图像处理范

畴；而第二类属于计算成像的范畴，即对传统成像设备进行一定的改造，以提高

采样设备的像元利用率，并对所获得的图像进行重建。 

超分辨率方法的“超”字体现在信息的增加。因此，从严格的意义上来说，

第一类超分辨率方法中的插值、重建方法并不属于超分辨率的范畴[3]。第一类超分

辨率方法中，基于机器学习的超分辨率方法所利用的额外信息来自外界其它图像
[4]；而第二类超分辨率方法所利用的额外信息来自场景本身。 

第二类超分辨率方法的核心，是在感光器件（如 CCD、COMS 等）上记录更

多的信息，它属于计算成像的范畴，它旨在在成像采样的过程中压缩信息，并通

过计算机来重建。与第一类超分辨率方法相比，其优势在于它超分辨率时所利用

的额外信息是真实的，而基于机器学习方法的第一类超分辨率方法所利用的额外

信息是近似的，并不精确。其不足在于物理实现复杂，难于实现，尚在理论研究

阶段。另一方面，两类超分辨率方法可以结合，即可以首先进行第二类超分辨率，

再进行第一类超分辨率。本文讨论的是第二类超分辨率的方法。 

图像的分辨率是由光学成像系统的空间采样频率决定的。奈奎斯特采样定理

证明，对于图像采样而言，空间采样间隔尺寸应不大于图像中感兴趣最小细节尺

寸的一半[2]。显然，感光器件中探测单元的密度越大，采集得到的高频信息就越多。

然而，近年由 D. Donoho、E. Candés 及华裔科学家 T. Tao 等人提出的压缩感知 

(Compressed Sensing, CS) 理论[5][6][7]认为，奈奎斯特采样定理只是采样不失真的充

分条件，而非必要条件。只要感兴趣的信号是稀疏的或可压缩的，则在一定条件

下，采样少量数据而恢复出高频信息是可能的。 

压缩感知理论的出现使得压缩成像成为可能，虽然距离真正的应用还有很长
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的一段距离，但从理论推导中，可以预见压缩成像方法的发展一定可以大大提高

感光器件中像元的利用率，节约存储和传输的成本。 

1.2 相关研究情况 

在压缩成像方面，最先取得成果的是 Rice 大学。在极限情况下，即使感光探

测器仅有单个像素，也可以对物体成像。Rice 大学根据 CS 理论设计了这种单像素

照相机[8]。其原理为使用数控的微透镜阵列来表示二值伪随机阵列，场景先投影到

此阵列上，而后由光学器件将能量集中，并由一个单像素探测器接收。由于微镜

阵列上的每个单元的方向都可以被快速改变，因此可以在很短的时间内测量一系

列伪随机投影值。则原始图像可通过 CS 重建算法进行重构。该结构将 CS 原理成

功地应用到成像系统中，其优点是任意二值投影矩阵都能被轻易地用在该系统上，

因此现有的 CS 理论能被直接应用到该测量结构上，但是该方式限制了动态变化图

像的时间分辨率。同时，这种方法要求快速连续采集多幅图像，故其实时性差，

不利于视频成像。 

Roummel F. Marcia 和Rebecca M. Willett[9][10]提出的一种基于CS理论的编码孔

径成像结构解决了单像素相机的实时性问题。他们设计了一种伪随机编码的孔径

模板，并从数学上证明了这种观测能很好地符合 CS 理论所要求的 RIP(Restricted 

Isometry Property)性质，从而准确重构出图像数据。该方法将在文中详细描述。由

于该结构能够快速成像且不需要结构复杂、体积较大的成像装置，使其在实际压

缩成像应用方面非常适用，同时该成像框架易扩展到视频成像系统中。 

文献[9][10]所使用的压缩编码成像方法所成的像的确能够将场景的高频信息很

好地保留下来，但是在重建后引入了比较多的类似于噪声的伪影[7](artifacts)，如何

消除这种伪影从而达到更好的重建效果是一个值得关心的问题。 

另外，Brady 等人在 2006 年首次提出了压缩光谱成像的概念，这种成像方法

得到的观测值总数小于数据立方体的元素总数[11]。为了实现压缩光谱成像，他们

的团队提出了一类新的成像仪，即编码孔径快照光谱成像仪(Coded Aperture 

Snapshot Spectral Imager, CASSI)。除杜克大学 Brady 等人的研究团队在从事这方面

的研究以外，还有美国德拉华州的 Arce 教授的科研团队[12]也在从事这一领域的研

究工作。其研究侧重点多集中在压缩编码孔径模板的改良上，其次他们对传统编

码模板生成方法也进行了改良，使系统的整体性能得到提升。 

本文基于光学压缩编码孔径超分辨率成像方法，做了如下工作：首先利用矩

阵理论的有关知识，优化了压缩编码模板的设计，大大降低了大模板生成算法的

空间复杂度和计算复杂度，使得复原算法可以更好地应用到大分辨率的图像复原

中；其次，将全变分正则化项加入重建优化式中，在一定程度上提高了重建图像
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的质量，减少了伪影的数量；再次，从振幅编码和相位编码两个方面较全面地分

析了光学压缩编码成像方式在 4-f 系统上的应用；最后，提出了压缩编码孔径 4-f

成像系统的改进方法，并提出了多次曝光的压缩编码成像方法。 

总体而言，本文从空域、频域和时域三方面较全面地论述了光学压缩编码成

像方法，并实现了空间、时间复杂度更低、效果更好的重建算法。 

1.3 论文内容安排 

除第一章介绍课题背景及相关研究情况外，本文其余的章节内容安排如下： 

第二章简单介绍了与本课题相关的数学基础，主要包括采样理论、压缩感知

理论及相关的矩阵理论。确立了本课题的采样理论基础及物理模型基础。 

第三章主要阐述压缩编码孔径成像方法及其它两种光学压缩成像方法。并介

绍了信号复原算法，包括梯度投影算法与加入全变分正则化项后的重建算法。并

利用实验比较了二者的效果与时间复杂度。 

第四章讨论了压缩编码成像在频域的扩展。这一部分主要描述压缩编码成像

的 4-f 架构，并且给出了实现 4-f 系统调制的两种可行方案即振幅调制方法与相位

调制方法。 

第五章讨论了压缩编码成像的时域扩展。这一部分提出了一种改进的压缩编

码 4-f 系统实现，并在此基础上，提出了多次曝光的压缩编码成像。 

第六章对本文的工作进行总结，并探讨今后可以深入研究的方向。 
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第二章 数学理论基础 

2.1 一维时域信号压缩感知理论 

在数字时代，对连续信号采样而使其离散化的问题是一个十分基础却又非常

关键的科学问题。在 20 世纪 50 年代，经典的奈奎斯特-香农(Nyquist-Shannon)采

样定理的提出，为采样理论奠定了数学基础。另一方面，为了节约存储和传输成

本，对连续信号采样后，一般会将采样获得的数据压缩，例如经典的图像压缩算

法 JPEG(Joint Photographic Experts Group)能将数据压缩到原始数据的 10%。也就是

说，对于有结构的图像信息来说，90%的信息都是需要抛弃的。既然采样的信息包

含如此高的冗余数据，为什么不直接采样更少的数据，或者说，将压缩模块与采

样模块合并似乎更为经济、合理。为了解决这个问题，压缩感知(Compressed Sensing)

或压缩采样(Compressive Sampling)在 2006 年被 David Donoho，Emmanuel Candés，

Justin Romberg 和 Terence Tao(陶哲轩)等人提出[5][6][7]，为压缩采样提供了数学理论

基础。在此之后，压缩感知理论被广泛应用到各个领域中，而光学压缩编码孔径，

也是基于这一理论背景而发展的光学成像新领域。 

2.1.1 时域信号采样 

奈奎斯特采样定理：若对频率带宽不超过 maxf (单位为 Hz)的连续时域信号 ( )x t

采样，采样周期为 sT ，则当采样频率 1/s sf T 不低于 max2 f 时，原信号 ( )x t 可由采

样序列 [ ] ( )sx k x kT 重建而不丢失信息。奈奎斯特-香农采样定理被认为是采样的充

分必要条件，它适用于任何采样问题。然而随着信号带宽的提高，基于奈奎斯特

采样定理的采样率也随之提高，这对硬件也提出了更高的要求。 

压缩感知理论较好地解决了这一问题。它指出：只要信号是稀疏的或者是可

压缩的，那么就可以利用一个具有 RIP 性质的测量矩阵将高位信号投影至低维空

间，实际对此低维空间的信号采样，就能使得实际采样率远低于奈奎斯特采样率。

最后通过求解一个优化问题即可从这些少量的投影数据中以高概率重构出原始信

号。 

2.1.2 信号的稀疏表示 

压缩感知理论的一个重要前提是信号是稀疏的或是可压缩的。对于一维离散
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信号 nx ，如果
0

nx ，则称信号 x是稀疏的。其中，
0

x 表示 x 的非 0 元素

的个数。有意义的信号一般而言都不稀疏，但是如果将此信号变换到其它空间后，

可以获得稀疏的信号，则称此信号是可压缩的。下面给出可压缩的正式定义。 

空间 n 中的任意信号 x都可以通过n个 1n 维的正交基向量 
1

n

i i
ψ 线性表示。

令正交矩阵
1 2[ , , , ]nΨ ψ ψ ψ ，则信号 x可表示为： 

 
1

   
n

i i

i




 x ψ x Ψθ或  (2-1) 

其中系数向量 T

1 2=[ , , ] n

n   θ 为信号 x变换到Ψ 域后的系数。由矩阵Ψ

的正交特性可知， Tθ Ψ x。因此除了选择的正交基不同， x 与θ应看成同一信号

的不同表示。若θ稀疏，则称信号 x是可压缩的。 

对可压缩信号的采样问题是 CS 理论的核心部分之一。在感知向量(或测试向

量){ , 1,2, , }T

i i mφ 的作用下，长度为 n 的信号 x被投影到 m 维空间并被采样，

即： ,T

i iy  φ x  1,2,i m 。为了提高采样效率，人们希望能够通过少量采样数据

重建出原信号，也就是说，m n。这使得传统采样方式——先大量采样数据，再

大量抛弃数据——转变为：在探测端仅测量少量数据（这使得存储和传输成本大

大降低），之后每一比特的数据都得以在基站或具有足够计算能力的计算机上重

建，从而获得原始信号。采样或感知的过程可用矩阵形式描述为： 

 ˆ y Φ x  (2-2) 

其中， 

 

1 1

2 2ˆ , ,

n mm

x y

x y

x y

     
     
      
     
     
      

T

1

T

2

T

φ

φ
Φ = x y

φ

 

ˆ m nΦ 可以看成从正交矩阵 n nΦ 中随意抽取 m 行。在设计感知矩阵时，

应考虑两个问题：一是采样数量 m 的范围问题；二是感知矩阵Φ的性质问题。 

定理 1[13]： 

对于给定信号 nRx 并假设 x在基Ψ 下是 r-稀疏的，并从Φ域随机采样 m 次。

对于某个正的常量 C，若 

 2( , ) logm C r n   Φ Ψ  (2-3) 

则通过求解一个 1l 最小问题，信号 x可以被极高概率地精确重建： 

 
1

min              

ˆsubject to:    

θ

ΦΨθ = y
 (2-4) 

 

理解(2-3)式至关重要，它几乎包含了 CS 框架下的所有参数：信号长度 n、Ψ
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域下的稀疏度 r、足以恢复信号 x的测量量 m，还有矩阵Φ和矩阵Ψ 的不相关度

( , ) Φ Ψ 。 ( , ) Φ Ψ 的定义如下， 

 
1 ,

( , ) max T

k j
k j n

n
 

 Φ Ψ φ ψ  (2-5) 

其中，
kφ 和

jψ 分别是Φ的第 k 列和Ψ 的第 j 列。很明显， 测量了Φ基和Ψ 基的

所有原子中最相关的原子相关度。利用 Cauchy-Schwarz 不等式，我们可以得到

( , ) n Φ Ψ 。另一方面， ( , ) 1 Φ Ψ 必须成立，否则 1T

k j nφ ψ 蕴含了
22

1
1

n T

k k jj
 φ φ ψ ，这与

kφ 是单位向量矛盾。因此，相关测度  的范围为

[1, ]n 。 

当 ( , ) 1 Φ Ψ 时，Φ与Ψ 不相关。这样，(2-3)式可以近似地表达为 

 logm C r n    (2-6) 

另外，根据实际经验，4 倍法则也是一个简单而不错的选择[14]，而且它与信号

长度 n 无关： 

 4m r  (2-7) 

可以看出，Φ与Ψ 的不相关性是 CS 理论的关键。假设Φ与Ψ 相关，也就是说

( , ) n Φ Ψ ，则(2-3)式变为： 

 logm C n r n     

很明显，在这种情形下，压缩采样无法进行。 

2.1.3 采样时噪声的处理 

压缩感知理论的重要特性之一是它对小扰动有较好的抑制作用。这里的小扰

动主要指两方面：一是指并非“真正稀疏”而只是“近似稀疏”的数据，或者说

该数据有很多接近于 0 的值，但等于 0 的值很少；二是指在采样过程中引入的噪

声。考虑这两种扰动，CS 的采样模型可以写为： 

  y Ax w  (2-8) 

其中w 表示噪声， A表示维数为m n 的感知矩阵： 

 ˆ A SΦΨ ΦΨ  (2-9) 

在式(2-9)中， S 是一个m n 的矩阵，其作用是从矩阵Φ中挑出 m 行。令 ˆ Φ SΦ ,

为了标准化，式(2-8)中的 x实际表示的是无噪声模型式(2-1)中的θ。 

通过解 SOCP(Second-Order Cone Program)凸最优化问题，信号 x 可以由含噪

测量 y重建： 

 
1

2

min              

subject to:    

x

Ax - y
 (2-10) 

其中， 是数据中噪声量的上界。为了方便，我们重新将无噪的 1最优化问题描述
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如下： 

 1
min              

subject to:    

x

Ax y
 (2-11) 

CS 理论的鲁棒性主要依赖于 RIP 性质[15],其定义如下： 

对于任意整数 1,2, ,r  定义矩阵 A 的等距常数
r 为，对于所有的 r-稀疏的向

量 x来说使得下式成立的最小的数： 

 
2 2 2

2 2 2
(1 ) (1 )r r    x Ax x  (2-12) 

如果
r 小于 1，但又不十分接近于 1，则称矩阵 A 符合 r 阶 RIP 性质。 

定理 2[16]: 

对于无噪的情况，假设
2 2 1r   ，那么(2-11)的解 *

x 服从 

 *

0 12 rC r   x x x x  (2-13) 

并且 

 *

0 1rC   x x x x  (2-14) 

其中， 0C 为一常数，
rx 是将 x向量中除最大的 r 个分量之外，将其余的值全部设

为 0 后的向量。可以看出，如果 x向量是 r-稀疏的，那么 r x x ，这就蕴含了 * x x 。

也就是说，此时的重建是完美的。但更重要的是，定理 2 也描述了非稀疏信号。

特别地，如果 x不稀疏但近似 r-稀疏，
1rx x 很小，那么定理 2 说明， *

x 是 x 的

一个很好的估计。 

定理 3： 

对于(2-8)所示的有噪声的测量值，假定 2 2 1r   。则式(2-10)的解 *
x 服从 

 *

0 11rC r C     x x x x  (2-15) 

0C 和 1C 为某个常数。同样，如果 x是 r-稀疏的，则 r x x ，那么由式(2-15)可知，
*

1C  x x 。或者说，稀疏信号的重建精度只由噪声量决定。当信号x 只是近似

r-稀疏时，定理 3 说明， *
x 的精度由信号 x与 rx 的接近程度和噪声强度共同决定。 

2.2 压缩感知理论对二维空域信号的扩展 

光学成像系统是对空间光强信息的采样系统，在一定的情形下，该系统可以

近似地认为是线性空间不变的系统，由傅里叶光学[17]可知，这样的系统可以由卷

积模型来表示。将光学成像系统与压缩感知理论联系起来需要解决两方面的问题。

第一，卷积模型如何与矩阵模型进行转换；第二，二维信号如何与一维信号进行

转换。 
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2.2.1 卷积模型与矩阵模型的转换 

如果一个成像系统是线性空间不变的，那么，其物理模型可以写成： 

   Y X PSF W  (2-16) 

其中，矩阵 X 表示真实场景，PSF (Point Spread Function)为点扩展函数，符号表

示卷积操作，矩阵Y 为观测图像，矩阵W 为高斯噪声。令 

 ( ), ( ), ( )vec vec vec  y Y x X w W  (2-17) 

其中， ( )vec  算子表示对矩阵的向量化或拉直的操作。为了使式(2-16)与压缩感知

理论相联系，我们期望将其更改为矩阵形式，即： 

  y Ax w  (2-18) 

为了简单，这里先不考虑噪声，将边界条件认为是循环边界条件，并先考虑 X

与Y 只有 9 个元素，则有： 

 

22 12 32 21 11 31 23 13 33
11

32 22 12 31 21 11 33 23 13
21

12 32 22 11 31 21 13 33 23
31

12 23 13 33 22 12 32 21 11 31

22 33 23 13 32 22 12

13 33 23 12 32 2232

13

23

33

a a a a a a a a ay

a a a a a a a a ay

a a a a a a a a ay

y a a a a a a a a a

y a a a a a a

a a a a a ay

y

y

y

 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 

11

21

31

12

31 21 11 22

11 31 21 32

13
21 11 31 23 13 33 22 12 32

23
31 21 11 33 23 13 32 22 12

3311 31 21 13 33 23 12 32 22

x

x

x

x

a a a x

a a a x

xa a a a a a a a a

xa a a a a a a a a

xa a a a a a a a a

 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
   

 (2-19) 

可以看到， A为一个 BCCB(Block circulant with circulant Block, BCCB)矩阵。

另外，若为零边界条件，则 A为 BTTB(Block Toeplitz with Toeplitz Blocks)矩阵；

若 为 反 射 边 界 条 件 ， 则 A 为 BTTB+BTHB(Block Toeplitz with Hankel 

Blocks)+BHTB(Block Hankel with Toeplitz Blocks)+BHHB(Block Hankel with 

Hankel Blocks)矩阵。 

由于 BCCB 矩阵具有非常好的计算性质，因此在这里我们采用循环边界条件。 

2.2.2 BCCB 矩阵的性质 

BCCB 矩阵有很好的计算性质。对于真实图像 X ，为表示方便，设其长宽像

素数一致，均为 n，即 n nX ，则
2 1n x ，在不考虑降采样因素的影响下，矩

阵
2 2n nA 。假设将矩阵 A显式地存储在计算机内存中，其代价是巨大的。但如

果矩阵 A是 BCCB 矩阵，那么我们不需要存储整个矩阵，而只需存储其一行元素

或一列元素即可。 
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BCCB 的具体形式如下： 

 
2 2

1 2 1

1 3 2

1 2 1

n n

n n n

n n n





 

 
 
  
 
 
 

A A A A

A A A A
A

A A A A

 (2-20) 

其中，{ }, 1,2, ,i i uR 为块循环矩阵： 

 

1 2 1

1 3 2

1 2 1

n n

n n n

i

n n n

a a a a

a a a a

a a a a





 

 
 
  
 
 
 

A  (2-21) 

不难证明，BCCB 矩阵是正规矩阵，也就是说  A A AA 。因此，可以对 A 酉

对角化， 

  *
A F ΛF  (2-22) 

其中， Λ是对角矩阵，其对角元素为矩阵 A的特征值； F 是二维的离散傅立叶变

换(Discrete Fourier Transform, DFT)矩阵。这种矩阵有两个很好的性质：一是可以

快速地找到矩阵 A与 PSF 之间的关联，二是对于 Ax这种矩阵-向量乘法，可以把

它转换成快速傅里叶算法而不需要显式地把F 或 A构建出来。 

先不考虑噪声，将式(2-22)代入 y Ax 中可以得到： 

  *
y F ΛFx  (2-23) 

由  *
A F ΛF 可知 FA ΛF ，若只考虑 A与F 的第一列，则有 1 1Fa Λf 。其

中 1a 为矩阵 A的第一列， 1f 为矩阵 F 的第一列。由于矩阵F 的第一列的所有元素

都为1 N ，因此有如下结论： 

 
1 1

1

N
 Fa Λf λ  (2-24) 

其中， λ为 Λ的对角元素组成的列向量，也即 BCCB 矩阵的特征值向量。可以得

到， 1Nλ Fa 。另外，二维傅里叶变换矩阵F 具有如下性质： 

 
1 1

( ( ))

( ( ))

N vec

Nvec 

 

 

Fx X

F x X
 (2-25) 

其中， ( )  算子表示二维傅里叶变换，故 

 ( ') Λ PSF  (2-26) 

利用 MATLAB 中的函数来表示[18]， 

 
1' ( , , ) ( , )

( ') 2 ( )

reshape n n circshift center

psf otf

 

 

PSF a PSF

PSF PSF
 (2-27) 
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其中，center 为 PSF 的中心点坐标。因此，
1a 为 PSF 值的重组。故，若PSF 的值

符合随机分布，则
1a 的值必然符合随机分布；若边界条件为周期边界条件，则矩

阵 A一定为 BCCB 矩阵。因此，我们实际无需设计矩阵 A ，而只需将PSF 设计为

随机矩阵即可。 

另一方面，对于 Ax这种矩阵-向量乘法，可将其拆解成 *
F ΛFx 。如果从右到

左结合，就可以很快算出 Ax的解。Fx 可通过二维快速傅里叶变换来求解，由式

(2-25)可知，Λ可通过对
1a 的二维快速傅里叶变换而获得。 

F x 可通过二维快速逆

傅里叶变换方法而获得。 

通过以上分析可知，快速计算 y Ax 的计算式为： 

 1( ( ') ( ))   Y PSF X  (2-28) 

其中， 1( )  算子表示二维傅里叶逆变换。符号 表示按元素相乘。若利用MATLAB

中的语法形式来表示，可写为: 

 ( 2( 2( ).* 2 ( )))real ifft fft psf otfY X PSF  (2-29) 

类似地，若要计算 1
A y，则 

 ( 2( 2( ). / 2 ( )))real ifft fft psf otfX Y PSF  (2-30) 

2.3 压缩感知复原算法 

在本节中，将介绍一些常用的压缩感知复原算法来解决式(2-10)所描述的问

题。为了清晰，式(2-10)被再次写出： 

 
1

2

min              

subject to:    

x

Ax - y
 

这是一个含噪采样的压缩感知问题，也是工程问题的一般形式。通过 Lagrange

乘子，上式可被写为： 

 
2

2 1
min  Ax y x  (2-31) 

其中， 1nx ， m nA ， 1my ，参数为权衡因子。一般随 的增大而增

大。下面讨论式(2-31)的解法。 

这是一个凸优化问题，可以通过内点法[19]、同伦算法[20]、梯度投影法[21]、匹

配追踪法[22]和迭代阈值法[23]等方法来求解。比较而言，内点法速度较慢但非常精

确，而同伦算法对小尺度问题比较适用，梯度投影法具有较快的运算速度，匹配

追踪法对于维数较低的小尺度信号重构问题运算速度较快，但对于存在噪声的大

尺度重构问题，重构结果不够精确，鲁棒性较差。迭代阈值算法只能保证局部收

敛到最优解，并且这些解有可能是非稀疏的。 
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2.3.1 ISTA 复原算法 

ISTA(Iterative Shrinkage-Thresholding Algorithm)方法是解决式(2-31)的经典方

法。之后有很多基于 ISTA 而产生的方法，因此，目前，ISTA 已经不仅指一种方

法，而是指一族方法，称为 ISTAs[24][25][26][27]。 

不失一般性，将目标函数定义为 ( )F x 。则式(2-31)可被写为 

 min ( )F x  (2-32) 

目标函数 ( )F x 是一个复合的凸函数， 

 ( ) ( ) ( )F f g x x x  (2-33) 

其中， ( )g x 是连续不平滑的凸函数， ( )f x 是一个连续的凸函数，且导数具有

Lipschitz 连续的性质，即： 

 
2

( ) ( ) ( )f f L f   x y x y  (2-34) 

( ) 0L f  是 Lipschitz 常量。根据凸函数的性质，凸函数与凸函数的和仍是凸函数。 

对于光滑的凸函数 ( )f x 来说，一定有 

 ( ) ( ) ( ),f f f   x y y x y  

其中， ,x y 表示 x与 y的内积。另外，如果 ( )f x 是具有梯度 Lipschitz 连续的凸

函数，那么 ( )f x 也具有上界[28]： 

 
2

2

( )
( ) ( ), ( ) ( ) ( ),

2

L f
f f f f f         y y x y x y y x y x y  (2-35) 

由式(2-32)和式(2-33)可知，由于 ( )g x 的性质较差，对于求解式(2-32)的问题，

可以先求解最小化 ( )f x 的问题，将其转换为数学性质较好的形式，再将性质不好

的 ( )g x 加入求解。 

对于最小化 ( )f x 的问题，可以用最速下降法求解，其第 k 步的迭代式为： 

 1 1( )k k k kt f   x x x  (2-36) 

其中， 0kt  是第 k 步的步长。我们可以轻易地验证，式(2-36)实际可以转换为求

解一个简单的二次优化问题，即： 

 
2

1 1 1 1 2

1
arg min ( ) ( ), ( )

2
k k k k k

k

f f
t

   

 
      

 x

x x x x x x x  (2-37) 

将常数项略去，式(2-37)变为， 

 
2

1 1 2

1
arg min ( ( ))

2
k k k k

k

t f
t

 

 
    

 x

x x x x  (2-38) 

再将不光滑的 ( )g x 加入，即可得到： 
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2

1 1 2

1
arg min ( ( )) ( )

2
k k k k

k

t f g
t

 

 
     

 x

x x x x x  (2-39) 

此时，式(2-39)便是解决式(2-32)问题的迭代式。可以看到，上式中的第一项

成为关于 x的分量
ix 可分离的式子。如果 ( )g x 同样可分离，那么式(2-39)即从一个

高维的优化问题退化为一个 1 维的优化问题。下面将这一理论应用于压缩感知重

建问题中。由式(2-31)可知： 

 

2

2

1

( )

( )

f

g 

 



x Ax y

x x
 (2-40) 

将式(2-40)代入式(2-39)，可得： 

 
2

1 1 2 1

1
arg min ( ( ))

2
k k k k

k

t f
t

 

 
     

 x

x x x x x  (2-41) 

另外， 

 ( ) 2 ( )Tf  x A Ax y  (2-42) 

将式(2-42)带入式(2-41)，可得 

 
2

1 1 1 2 1

1
( ) arg min ( ( ))

2
k k k k k

k

p t f
t

  

 
      

 x

x x x x x x  (2-43) 

 
2

2 1

1
arg min

2
k k

kt


 
   

 x

x x c x  (2-44) 

其中， 

 1 1 1 1( ) 2 ( )T

k k k k k k kt f t        c x x x A Ax y  (2-45) 

且 kc 为可求值的常数。由于式(2-44)的 1范数和 2范数都是变量可分离的。也就是

说，可写成 n 个分量优化的求和形式。从而退化成一个一维优化问题。通过初等

代数的知识，即可得到， 

 ( )
kk t k x c  (2-46) 

 为收缩算子，它将每一项都做了如下变换： 

  ( ) | sgn( )i i ic c 


  c  (2-47) 

其中，   max( ,0)u u

 ，即将 0 值设定为边界。也正是这个原因，基于式(2-46)的

算法被称为收缩-边界算法。可以证明，当步长选择为  0,1 T

kt  A A 时，(2-31)可

以收敛到问题的解。但另一方面，按式(2-46)的迭代方法收敛速度是比较慢的。ISTA

的算法流程如表 2.1 所示 

表 2.1 ISTA 流程图 

输入： ( )L L f  - ( )f x 的 Lipschitz 常数；A；y。 
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初始化：设置
0x 。 

第 k 次迭代( 1k  )：通过式(2-43)即
1( )kp x 来求解

kx 。 

ISTA 产生的 kx 序列的收敛速度满足[26] 

 
0( )

( ) ( )
2

k

L f
F F

k






 
x x

x x  (2-48) 

其中， 
x 是优化问题的最优解。也就是说，ISTA 的收敛速度为 1( )O k 。 

2.3.2 FISTA 复原算法 

FISTA(Fast Iterative Shrinkage-Thresholding Algorithm for Problem)方法是基于

ISTA 方法而提出的快速算法。FISTA 对 ISTA 的改动十分微小，但在收敛速度上

却得到了极大的提升。FISTA 算法的流程如表 2.2 所示。 

表 2.2 FISTA 算法流程 

输入： ( )L L f  - ( )f x 的 Lipschitz 常数；A；y。 

初始化：设置
1 0 1, 1n t  y x 。 

第 k 次迭代( 1k  )： 

(i) 通过 ( )kp y 来求解 kx ； 

(ii) 计算
2

1

1 1 4

2

k

k

t
t 

 
 ； 

(iii) 计算  1 1

1

1k
k k k k

k

t
y x x x

t
 



 
   

 
。 

可以证明，由 FISTA 生成的 kx 序列满足[26] 

 

2

0 2

2

2 ( )
( ) ( )

( 1)
k

L f
F F

k






 


x x
x x  (2-49) 

很显然，与式(2-48)相比，FISTA 的算法更加快速，其收敛速度为 2( )O k  

2.4 本章小结 

本章主要介绍了本文课题的数学理论基础，包括压缩感知理论、BCCB 矩阵的

性质以及十分经典的优化重建算法 ISTA 与 FISTA。 

通过本章可以了解光学成像的采样模型是如何与压缩感知理论模型相转换

的。光学系统的成像模型是一个卷积模型，如果边界条件为循环边界条件，则卷

积模型就可写为矩阵-向量乘积的模型，并且矩阵还具有很好的数学性质，这大大

简化了运算、降低了空间存储成本。 



 第二章 数学理论基础 15 

 

复原算法的主要思想是将本来不可变量分离的优化式转换为可以变量分离的

优化问题。这样就可以将一个高维的优化问题降为一维的优化问题，使得优化式

可以被十分简单地求解。 
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第三章 经典光学压缩编码成像 

本章主要介绍三种经典的光学压缩编码成像架构：单像素相机、高光谱压缩

编码孔径成像系统及压缩编码孔径成像系统。并就压缩编码孔径成像系统重建时

遇到的问题展开了讨论，提出了改进方法并利用仿真实验分析比较了算法的效果

与效率。 

3.1 单像素相机与高光谱压缩编码孔径成像介绍 

3.1.1 单像素相机 

Rice 大学的单像素相机[8]是一种仅使用一个探测器成像的相机结构。如图 3.1

所示，其利用一组数字微镜阵列(Digital Micromirror Device, DMD)来表示二进制伪

随机阵列，测量图像被透镜投影到数字微镜阵列上。该微镜阵列上每个微镜反射

方向都是独立的且能被快速改变，所以可在很短时间内测量一序列伪随机投影值。

因而投影至 DMD 的光学影像被随机地反射或不反射，反射的影像被再次聚焦成

像。通过多次变换 DMD 上的单元，即可在单像素的探测器上获得静态场景的多次

测量。测量过程可表示为式(3-1)： 

  y Φx ΦΨθ  (3-1) 

其中， nx 为场景图像的向量形式， m nΦ 为由 0 与 1 两种值构成的观测矩阵，

且m n。Φ的每一行 T

i 对应到一次观测，则 y 的第 i 次观测即为 [ ] , T

ii y x 。
n nΨ 为正交矩阵，θ为 x在Ψ 域下的系数。 

式(3-1)实际为 CS 架构，可通过求解(2-31)对原图像进行重建。其中， A ΦΨ 。

该结构的一个重要优点是任意一个二进制投影矩阵都可以被轻易地用作该系统的

DMD 模板，因此现有的 CS 理论可以被直接应用到此结构上。虽然该单像素成像

系统在物理上成功地实现了 CS 原理，但是该方式极大限制了动态图像的时间分辨

率。因此该结构仅能对静态图像成像起到较好的效果。同时，尽管该方法可在低

照度下快速连续采集多幅图像，但是由于每次采集都会引入测量噪声，使得该结

构不利于连续视频成像。 
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场景

透镜

透镜

A/D 重建
重建后

的图像

DMD
 

图 3.1 单像素相机结构示意图 

3.1.2 高光谱压缩编码孔径成像 

2006 年起，Brady 等人在高光谱的压缩成像方面做了大量的工作，提出“编

码孔径快照光谱成像(Coded Aperture Snapshot Spectral Imager, CASSI)”的概念，并

搭建了 DD(Dual Disperser)-CASSI[29]和 SD(Single Disperser)-CASSI[30]两套光学实

验。 

这两种成像仪是使用静态单次快照的设计模式，使得系统机械结构相对稳健

的同时也能够压缩成本。DD-CASSI 系统由两个用于传统色散光谱仪的 4-f 连续色

散臂组成，这两个分光臂相对放置，这种空间排列使得由第一个分光元件引入的

色散在第二个分光元件处互补去除。编码孔径模板放于两臂中间，用于调制场景

的空间信息，如图 3.2 所示： 

f f f f f f f f

探测器编码孔径分光元件1 分光元件2入射孔径

 
图 3.2 DD-CASSI 系统原理图 

下面对 DD-CASSI 系统的成像特点进行定性分析。 

首先，远距离场景通过一个标准中继透镜成像到入射孔径处，然后入射孔径

平面的光场通过第一个 4-f 臂成像到编码孔径模板所在的平面上。在这一过程中，

当光场传播至第一个透镜的后焦面时，光场为场景的傅里叶变换，此时的分光元

件使得场景根据波长的不同而偏移，形成了多个与波长相关的空间光场分布。 

当光场通过第一个光臂后，编码孔径对场景的光谱和空间信息进行了混叠。

之后通过第二个光臂。第二个光臂解除了由第一个光臂引入的光谱偏移，在探测

器平面成像。在解除第一个臂引入影响的过程中，由编码孔径引入的空间调制转
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变为空间和光谱调制。 

从本质上讲，这种双臂编码孔径快照光谱成像仪(DD-CASSI)以牺牲数据立方

体的空间信息为代价来获取其光谱信息，场景中每一空间位置的光谱信息被多路

复用到探测器阵列的某一局部区域。 

在 2007 年，Wagadarikar 等人提出单分光元件编码孔径快照光谱成像仪

（SD-CASSI）。与 DD-CASSI 相似，SD-CASSI 并不对所求三维数据立方体的每一

个像素进行直接观测，它仅获取少量的压缩编码后的观测值。在后期重建中，他

们使用稀疏重建的方法从噪声映射中重建数据立方体。此系统将场景中各空间位

置的光谱信息分散到探测器阵列的一块较大面积的区域上，如此一来，场景的空

间和光谱信息就在探测器上被多路复用，这也表明 SD-CASSI 系统的传感操作的

零空间与 DD-CASSI 系统的并不相同。通过此系统得到的探测器上关于场景的原

始观测几乎不能显示场景的空间结构，这使得对焦操作很困难。 

图 3.3 为 SD-CASSI 成像仪示意图。如图所示，标准成像物镜用于将远距离的

场景成像于编码孔径平面，编码孔径用编码模板对光谱立方体中所有波长的空间

信息进行调制。立方体经过分光元件到达探测器阵列平面在与波长相关的空间位

置形成多幅图像，此平面上空间强度模式包含了对空间和光谱信息的编码混合。 

 

分光元件2编码孔径 探测器阵列

场景

成像物镜 中继透镜 中继透镜

 
图 3.3 SD-CASSI 系统原理图 

在 2007 年，Wagadarikar 等人用波长分别为 543nm 和 632nm的激光照明一个

乒乓球对其成像，以此证明了此系统的光谱成像能力[31]。但此结构存在视场小，

场边缘模糊严重和等边棱镜引入的与波长相关的失真变形等问题。 

Wagadarikar 等人针对上述系统的缺陷对其进行了较大改动，其结构如图 3.4

所示，由物镜、编码孔径、带通滤波器、F/8 中继透镜、双阿米西棱镜和单色 CCD

探测器构成。 

成像物镜将场景成像于编码孔径平面，经编码孔径编码再经过带通滤波器，

中继镜头和双阿米西棱镜到达探测器平面。其中，中继镜头将图像从编码孔径平

面传递到 CCD 平面；双阿米西棱镜使得波长为 550nm的光无偏折而通过棱镜，并
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使其相邻波长的光色散到其两旁。只有这样，才能使系统中所有元件都可排列在

一条直线上，从而使得此系统在结构上比先前的系统简单许多。再者，由于所有

波长的光从棱镜到达 CCD 平面的光路是相近的，进而使与波长相关的畸变失真得

到消除。 

场景

450-650

带通滤波器
双阿米西棱镜 CCD成像物镜

编码孔径 中继透镜组

 
图 3.4 改进的 SD-CASSI 光路示意图 

3.2 压缩编码孔径成像系统 

3.2.1 编码孔径成像 

在小孔成像模型中，小孔的大小是一个难以决定的因素。如图 3.5 所示，当小

孔过小时，获得的观测图像曝光量不足；而当孔径过大时，又会得到一个模糊的

图像。 

信号

光圈 观测

 
图 3.5 小孔成像 

编码孔径的提出解决了这一问题，使得在不牺牲清晰度的前提下提高了光通
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量。编码孔径的基本思路是利用一个特定模式的模板（因而此模板可作为已知量）

——比如说对一个不透明的板凿多个开孔——增加光学系统的进光量而获得比传

统小孔相机明亮且信噪比更高的观测图像。然而，这样的模板对原信号进行了混

叠，从而引进了复杂的 PSF，并且获得的图像为原信号的编码图像。利用已知的

PSF 和所获得的观测，可以通过计算获得原图像的高质量重建解。这种技术被广泛

地应用在航天和医学领域。而近期对编码孔径的研究发现，编码孔径还不仅可以

用来提高图像的分辨率，同时还可以获得物体的深度信息[32]。 

编码孔径成像理论在哈达玛变换光学与伪随机相位模版的基础上发展了成像

掩膜。一般普遍认为用于编码孔径成像的最优掩膜模式为修正均匀冗余阵列 

(Modified Uniformly Redundant Arrays, MURAs)。这些二值的方阵掩膜模式被记作

HMURA，掩膜的分辨率与 CCD 的分辨率相同。每一个掩膜都可以设计出其互补模

式 Hrecon，以使得 HMURA*Hrecon为一个冲击函数。 

其成像的数学模型为： 

 MURA  Y X H E  (3-2) 

图像复原的方法为： 

 ˆ recon X Y H  (3-3) 

就分辨率而言，编码孔径要求 CCD 的分辨率与编码孔径的分辨率相一致。然

而，压缩编码孔径成像方法提出了一种可使 CCD 分辨率远小于编码孔径分辨率的

方法，这种方法可以采集少量的数据而恢复出与编码孔径分辨率相同的图像信号。

这不但降低了 CCD 的制造成本，更降低了图像存储与传输的成本。 

3.2.2 压缩编码孔径成像 

MURA 模板只适用于无降采样的线性重建，对于降采样、非线性的重建方法，

则需要寻找新的适合于模板设计的指导原则。 

Roummel F. Marcia 和 Rebecca M. Willett [1][7]在压缩感知的基础上提出的压

缩编码孔径(Compressive Coded Apertures, CCA)成像机制表明，当图像可压缩时，

可用较少的观测值重构出高分辨率静态图像。压缩编码孔径的观测矩阵成像模型

可表示为： 

 true CCA( )Y = D X H + E  (3-4) 

由 2.2.1 小节的内容可知，(3-4)式也可写为与其等价的向量形式： 

 true CCA true
y = Rx + e = DA x + e  (3-5) 

(3-4)中 true
X 表示在探测器上成的理想像， CCA

H 表示压缩编码成像系统的点扩散函

数， E 表示噪声量，Y 表示最后得到的观测图像， ( )D 为降采样算子。(3-5)式中，
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true
x 、 e、 y分别为矩阵 true

X 、 E 、Y 的向量形式，压缩矩阵 CCA
A 为 CCA

H 的矩阵

形式， D为降采样矩阵。 

虽然编码孔径成像是从小孔成像发展而来，但压缩编码孔径成像也可以在透

镜成像系统中使用。然而在透镜成像系统中，其点扩散函数 CCA
H 会相应改变。根

据傅里叶光学[17]，在相干光成像系统中，有 

 CCA ( ) H P  (3-6) 

而在非相干光成像系统中，有 

 
2CCA ( ) H P  (3-7) 

其中， P 为光瞳函数，也可看为模板本身。在这里，模板 P 可表示二值模板，即

仅由“0”和“1”组成的矩阵，“0”和“1”分别代表黑色和白色的小单元，白色

表示光线能够穿过，黑色则相反。另外，模板 P 也可表示多值模板，这种模板可

由多层薄膜叠加制成。其透过率在[0,1]区间内可调。由压缩理论可知，使用多值模

板时，其图像重建结果好于二值模板的结果。 

若图像 true
x 可被小波稀疏分解，即 true x Wθ，则式(3-5)可改写为 

 CCA
y = RWθ+ e = DA Wθ+ e  (3-8) 

为符合压缩感知理论，RW 必须满足 RIP 性质。Bajwa 等人[33]证明了当 CCA
A 为

BCCB 矩阵且第一行符合某种随机分布(如高斯分布)时， CCA
DA W 能很好地满足 RIP

性质。 

为了获得编码孔径模板 P ，首先我们需要设计矩阵 CCA
A ；然后根据 2.2.2 节，

通过 CCA
A 的第一列即可获得矩阵 CCA

H 的拉直；得到 CCA
H 后，利用式(3-6)和式(3-7)

获得编码模板 P 。此时， P 必须为二值模板或多值模板如图 3.6 所示： 

       
(a) 二值模板         (b)多值模板 

图 3.6 压缩编码模板 

压缩编码孔径成像一般分为两个模块：即压缩采样模块与重建模块，如图 3.7

所示： 
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物体 编码孔径
像平面

降采样
解码 复原图像

编码成像过程 解码重建过程
 

图 3.7 压缩编码孔径成像过程 

在压缩采样模块，图像通过插入了编码孔径的光学系统压缩成像，其数学模

型可用式(3-5)表示。在重建模块中，压缩编码孔径成像的稀疏重建问题可表示为

一个
2 1 最小化问题，即求解下列优化式： 

 

2

2 1

1ˆ arg min
2

ˆˆ

τ


  θ y RWθ θ

x = Wθ

 (3-9) 

Roummel等人在解式(3-9)时采用的是稀疏重建的梯度投影(Gradient Projection 

for Sparse Reconstruction, GPSR)算法[21][34]。这将在下一节作具体叙述。 

3.2.3 稀疏重建的梯度投影算法(GPSR) 

3.2.3.1 转变为二次优化式 

利用梯度投影算法，可以解如式(3-10)的优化问题。 

 
2

2 1

1
min

2
 

x
y Ax x  (3-10) 

其中， nx ， m nA ， ny 。比较(3-9)式与(3-10)式可知，(3-10)式的 x 、A

和 y分别对应(3-9)式的θ、 RW 和 y 。 

GPSR 方法的第一个关键步骤为将式(3-10)更改为一个二次式。这可以通过变

量分离的方法将 x向量分解成正数部分与负数部分来完成[35]。因此， x 被写为： 

  x u v  (3-11) 

其中， ( )i iu x  ， ( ) , 1,2, , .i iv x i n   ，  


 算子表示取某个数的正数部分，也

可以表示成 ( ) max{0, }x x  。因而，
1

T T

n n x 1 u 1 v 。其中，  1,1, ,1
T

n 1 为包含

n 个 1 的向量。因而，式(3-10)可转变为一个有边界的二次规划问题： 

 

2

2,

1
min        ( )

2

s.t.          0, 0

T T

n n    

 

u v
y A u v 1 u 1 v

u v

 (3-12) 
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注意到如果将一个偏移向量 s 0附加到u与 v 上，
2
范数项并不会受到影响，

而其它项会增加 2 0T

n 1 s 。通过这种方式，(3-12)式可被写为更标准的 BCQP 形式： 

 

1
min       ( )

2

s.t.        0

T T F 



z
c z z Bz z

z

 (3-13) 

其中， 

 
2, ,T

n
   

      
   

u b
z b A y c 1

v b
 

且 

 

T T

T T

 
  

 

A A A A
B

A A A A
 (3-14) 

3.2.3.2 维数问题与计算量 

对比式(3-13)与式(3-10)， nx 而 2nz ，显然未知数的维数增加了一倍。

这貌似增加了计算的复杂度，但事实上，维数增加一倍只会对计算效率产生较小

的影响，利用矩阵算子 B 的特殊结构，算法的效率将会被大大提升。对于一个给

定的 [ ]T T Tz u v ，可以得到： 

 
( )

( )

T

T

  
    

    

u A A u v
Bz B

v A A u v
 (3-15) 

这表明 Bz的计算可以通过首先计算 u和 v 的差值再依次用 A和 T
A 与之相乘

来获得。通过这种方法，目标函数 ( )F z 的梯度 ( )F  z c Bz 可方便地得出。也就

是说， ( )F z 的计算需要两次矩阵与向量的乘积，而依赖于 Tb A y的 c值可以提

前进行计算。 

另外，为了计算 ( )F z 的值，我们需要计算标量 T
z Bz的值。容易发现， 

 
2

2
( ) ( ) ( )T T T u v    z Bz u v A A A u v  (3-16) 

这表明此标量只需要做一次矩阵-向量乘积。 

必须指出，如果式(3-10)的解是非负的，那么(3-12)式就转变为： 

 

1
min     ( )

2

  s.t.    

T T T T

n  



x
1 A y x x A Ax

x 0

 (3-17) 

这也是一个 BCQP 问题。可以通过相同的算法来求解。 
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3.2.3.3 GPSR-BB 求解方法 

接下来讨论求解(3-13)式的梯度投影求解方法。首先，通过选择标量参数
( ) 0k  并且令 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ( ))k k kk F   w z z  (3-18) 

之后，选择一个标量 ( ) [0,1]k  并计算 

 ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )( )k k k k k   z z w z  (3-19) 

基于以上思想，梯度投影有两种算法，分别称为 GPSR-Basic 方法和 GPSR-BB 

(Barzilai-Borwein)方法。两者的不同在于 ( )k 和 ( )k 的计算不同。GPSR-BB 方法要

略好于 GPSR-Basic 方法，因此，下面仅介绍 GPSR-BB 算法。 

GPSR-Basic 算法能够保证目标函数的值在每次迭代后都会下降，而 GPSR-BB

方法却没有这个性质。该方法最初是用于平滑非线性函数 F 的无限制最小化问题，

它的每一步长都利用公式 1 ( )( ) ( )k

kk F  δ H z 来计算，其中
kH 是目标函数 F 在 ( )k

z

处的海森矩阵。由于海森矩阵的求解十分复杂，Barzilai 和 Borwein 提出一种简单

的方法来估计海森矩阵：他们令 ( )k

k H I ，其中 ( )k 为一个合适的值以确保估计

的海森矩阵的行为与真正的海森矩阵的行为很近似，即： 

 ( ) ( 1) ( ) ( 1)( ) ( ) ( )k k k kF F k      z z z z  (3-20) 

在无约束情况下，迭代公式可写为： 

 ( 1) ( ) ( ) 1 ( )( ) ( )k k k kF   z z z  (3-21) 

这一步骤有可能导致目标函数的增加。这种策略在简单问题上是十分有效的[36]。 

GPSR-BB 方法被扩展应用到 BCQP 问题上[37][38]，这里对其进行描述：将 k 选

择为 [0,1]区间内使式 (3-19)最小的值；并用如上所述的方法来选择 ( )k ，但

( ) ( ) 1( )k k   被限制在 min max[ , ]  区间内。为了定义表 3.1 中 ( 1)k  的值，我们利用

(3-13)式中的定义，有： 

 ( ) ( 1) ( ) ( 1)( ) ( ) ( )k k k kF F     z z B z z  (3-22) 

表 3.1 GPSR-BB 算法 

初始化：给出 (0)
z ，选择参数 min 、 max ，初始化 (0)

min max[ , ]   ，令 0k   

步骤 1（计算步长）： 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )k k k k kF 


   z z z  

步骤 2（线性搜索）：在区间 ( ) [0,1]k  内，使用一维线性搜索的方法寻找最小化
( ) ( ) ( )( )k k kF z δ 的 ( )k ，并且令 ( 1) ( ) ( ) ( )k k k k  z z δ  

步骤 3（更新 ）：计算： 

 ( ) ( ) ( )( )k k T k  δ Bδ  
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如果 ( ) 0k  ，令 ( 1)

max

k   ，否则令 

 

2
( )

( 1) 2
min max( )

mid , ,

k

k

k


  





 
 

  
  

 

步骤 4（测试终止条件）：当满足终止条件时即终止，并返回 ( 1)k
z ；若不满足，

则令 1k k  并跳转到步骤 1。 

由于目标函数是二次型的，因而步骤 2 的参数 ( )k 可以利用下式来计算出近似

值： 

 
( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
mid 0, ,1

( )

k T k
k

k T k

F


 
  

 

δ z

δ Bδ
 

(当分母 ( ) ( )( ) 0k T k δ Bδ 时，设 ( ) 1k  )。若使用这种选择参数 ( )k 的方式，则 BB

方法的目标函数在某些迭代后可能增加这一重要特性，将不复成立。然而，在解

决压缩编码孔径的问题中，若设置 ( ) 1k  将会获得比标准的非单调变换更佳的性

能。 

3.2.3.4 收敛性 

梯度投影算法的收敛性可以从 Bertsekas[39]和 Iusem[40]的分析中导出，然而更

直接地，可以从 Birgin, Martinez, Raydan[41], Serafini, Zanghirati 和 Zanni[38]中获得。

GPSR-Basic 和 GPSR-BB 方法的收敛性总结如下： 

定理：GPSR-Basic 算法或 GPSR-BB 算法所得出的解序列 ( ){ }k
z 或者终止于式

(3-13)的解，或者以 R-线性速率收敛于式(3-13)。 

3.2.3.5 终止条件 

终止条件的选择不仅关系到最终估计解的精确度也关系到求解的速度，因而

较难选择。对于(3-12)，由于会在后期进行去偏处理（详见 3.2.3.6），我们期望近

似解 z的非 0 分量与真实解 
z 的非 0 分量接近。 

基于以上考虑，有几种可行的终止条件方案。最为简单的一种是 

 ( ( )) tolPF    z z z  (3-23) 

其中 tolP 是一个比较小的参数， 是一个比较小的正数。使用这个条件的原因是

左式关于 z连续，并且当且仅当 z是最优的情况下为 0。 

另一种相似的终止条件由线性互补问题(Linear Complementarity Problems, 

LCP)修正而来。 LCPC 为一常数，它使得： 

     dist , min ,LCPS C F z z z  (3-24) 
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其中，S 是解(3-13)的解集，dist( ) 表示距离算子，右式的min( ) 操作符分别对向量

元素取最小值，其结果仍为一向量[42]。对式(3-24)稍作转变，可得 

 min( , ( )) tolPF z z  (3-25) 

第三种最近提出的标准基于对偶理论[43]。式(3-10)的对偶形式为 

 
T

n n

1
max     -

2

   s.t.    -

T T

 



 

s
s s y s

1 A s 1

 (3-26) 

对于式(3-26)的可行解 s，有 

 
2

2 1

1 1
0

2 2

T T    y Ax x s s y s  (3-27) 

式中的等号当且仅当 x为(3-10)式的解且 s为(3-26)式的解时成立。为了构建一个终

止条件，可首先构造一个可行的 s： 

 
( )T










Ax y
s

A Ax y
 

将上式替换到式(3-27)中，这样，我们可以定义终止条件 tolP，则当值低于 tolP 时

终止。 

上述的终止条件都没有考虑到 z的非 0 索引，因而在下述的准则中，当迭代量
( )k

z 中的非零值的相对变化小于一个指定阈值 tolA 时，则迭代终止。由此，可定义： 

 

( )

1 1

{ | 0},

{ | (  and ) or (  and )}

k

k i

k k k k k

I i

C i i I i I i I i I 

 

    

z
 

当 

 tolAk kC I   (3-28) 

对于压缩感知类的问题，(3-28)式给出的终止条件可能更为合适。 

3.2.3.6 去偏 

当使用 GPSR-Basic 方法或 GPSR-BB 方法得出一个近似解后，可以对得到的

解进行后期处理——去偏。首先，计算得到的解 [ , ]T T Tz u v 被转变为近似解

GP  x u v。之后， GPx 的 0 分量被固定为 0，利用 CG 算法， y Ax 被进一步优

化[44]。在代码中，CG 迭代方法的终止条件为 

 
2 2

2 2
tolD GP  y Ax y Ax  (3-29) 

其中，tolD 是一个小的正数。 

事实上，式(3-10)被用来给出 x 的非零元素的位置，而去偏的步骤将非零元素

位置上的值进一步优化而不考虑正则化项
1

 x 。类似的技术也被应用在其它基于
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1
范数的算法上[45]。另外需要指出，去偏并非必需步骤，有时可能会产生较大的

噪声。 

3.2.3.7 计算复杂度分析 

想要精确地预计 GPSR-Basic 和 GPSR-BB 方法找到估计解所需要的迭代次数

几乎是不可能的。然而我们可以分析这些算法每次迭代的算法复杂度。每次迭代

的计算量为一些向量内积、向量数乘、向量加法，需要 n 或 2n 个浮点运算，另外

需要极少量的与 A 或 AT 进行的矩阵-向量乘法。当 A=RW，这些操作就包含了矩

阵 R，RT，W 和 WT 与向量的乘积。在去偏阶段，每次 CG 迭代所需要的计算量与

每次 GPSR 迭代所需要的计算量相当或者更低。它仅仅需要与 R、RT、W、WT 作

一次乘积再加上一些简单的向量运算。接下来将分析矩阵 R、RT、W、WT 与向量

乘积的计算复杂度问题。首先回顾一下，A=RW 是一个 k×n 的矩阵，且 nx ，

ky 。因此，若 R 是一个 k×d 的矩阵，那么 W 一定是一个 d×n 的矩阵。 

如果 W 为正交小波基(d=n)，矩阵-向量乘积可以利用快速小波变换算法而获

得，其算法复杂度为 O(n)[46]，而非真正矩阵-向量乘法的 O(n2)。因此，矩阵 A、

AT 与向量乘积的算法复杂度为 O(n)加上与 R 或 RT 相乘的算法复杂度。在压缩编

码孔径成像的应用中，R 或 RT 矩阵与向量相乘的问题实际为卷积问题[47]。R 是一

个 BCCB 矩阵。则这样的矩阵-向量乘积可以通过快速傅里叶变换来完成。其算法

复杂度为 O(nlogn)，而直接的矩阵向量相乘的算法复杂度为 O(n2)。 

3.3 压缩编码孔径成像重建方法改进 

利用梯度投影算法的方法来解决稀疏重建的问题会使得重建后的图像有大量

的伪影(artifacts)。本小节着重解决伪影的问题。 

3.3.1 全变分(Total Variation, TV)(半)范数 

若有连续的二元信号 ( , )u x y ，其在区域上有定义，则其连续有界的全变分

模型为： 

 

22

TV[ ( , )]
u u

u x y dxdy
x y



   
    

    
  

采样后的图像可以认为是被离散化后的矩阵。设矩阵为 m nX ，则矩阵的

TV 范数有两种定义形式。一种是各向同性(isotropic)的 TV 范数，表示为 TVI，另

一种是各项异性(anisotropic)的 TV 范数，表示为 TVA，它们分别如下定义： 
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   
1 1

2 2

I , 1, , , 1

1 1

1 1

, 1, , , 1

1 1

TV ( )
m n

i j i j i j i j

i j

m n

i n i n m j m j

i j

x x x x

x x x x

 

 

 

 

 

 

   

   



 

X

 (3-30) 

 

 
1 1

A , 1, , , 1

1 1

1 1

, 1, , , 1

1 1

TV ( )
m n

i j i j i j i j

i j

m n

i n i n m j m j

i j

x x x x

x x x x

 

 

 

 

 

 

   

   



 

X

 (3-31) 

事实上，TVI 范数可以理解为离散图像信号经过横向和纵向差分后的
2
范数；

而 TVA 范数可以被理解为图像差分后的
1
范数。由于使用 TVI 和 TVA 所得到的结

果相差不大，为了避免重复性问题，在这里如果不加特殊说明，TV 范数都指各向

同性的 TV 范数(TVI)。 

无噪图像的 TV 范数是很小的。这是因为对于图像而言，低频部分的分量远高

于高频部分的分量。也就是说，图像灰度值的平滑部分远高于变化剧烈的部分。

因此，TV 范数常常被用来做图像去噪[48][49]。 

3.3.2 基于全变分的图像去噪方法 

图像去噪的问题可以写成如下的数学表达式： 

 
 

2

TV

,

minimize        2

           s.t.    ,

F

l u ij ijx l x u

 

   

X B X

X B
 (3-32) 

其中，B 为含噪图像，X 为需要求解的无噪图像。
F

 表示矩阵的 Frobenius 范数。

其定义为 

 
2

1 1

m n

ijF
i j

x
 

 X  (3-33) 

(3-32)式的 l 与 u 为图像灰度值的上边界与下边界。加入边界的限制可以使得

重建的图像得到更真实的效果。一般来说，数字图像的范围为[0,255]或归一化后的

[0,1]区间内。Amir Beck 等人的基本思路是构造(3-32)的对偶问题，使得(3-32)去除

边界条件后的最小化问题可以通过基于梯度的算法给出[49][50]。 

为了描述这个算法，需要再定义四项： 

一、令P表示矩阵对  ,P Q ，即  ,P QP = 。其中 ( 1)m n P ， ( 1)m n Q ，

并且满足： 
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2 2

, ,

,

,

1,     1 1,1 1

1,            1 1

1,            1 1

i j i j

i n

m j

p q i m j n

p i m

q j n

       

   

   

若

若

若

 (3-34) 

二、定义线性算子 L ，将P的  ,P Q 对映射为一个m n 的矩阵： 

   , 1, , , 1,
( , ) ,      1 ,1i j i j i j i ji j

p p q q i m j n        P QL  (3-35) 

其中 0, , ,0 , 0,( 1, 1, )j m j i i np p q q i m j n     且  

三、线性算子 L 的伴随算子 T
L ，将 m nX 的矩阵映射到矩阵对  ,P Q 所在

的P空间上，并定义为： 

  ( ) ,T X P QL  (3-36) 

其中 

 
, , 1,

, , , 1

,     1 1,1

,     1 ,1 1

i j i j i j

i j i j i j

p x x i m j n

q x x i m j n





      

      
 (3-37) 

四、最后，定义投影到集合 C 上的正交投影算子 ( )CP  。特别地，如果集合 C

为式(3-32)中的边界集合 Bl,u，则有 

   
,

,

, ,
,

,

           

   

           
l u

i j

B i j i j
i j

i j

l x l

P x l x u

u x u

 


  
 

X

若

若

若

 (3-38) 

定理 4[49]：令  ,P Q 为如下对偶问题的解 

 
,

2 2

( , )
min     ( , ) ( ( , )) ( , )

l uB FF
h H      

P Q
P Q B P Q B P QL L  (3-39) 

其中 

 
, ,
( ) ( )

l u l uB BH P X X X  (3-40) 

则(3-32)的解(其中 TV 为 TVI)为， 

 
,
( ( , ))

l uBP  X B P QL  (3-41) 

另外可以得到， ( , )h P Q 是连续可导的，其梯度为： 

 
,

( , ) 2 ( ( , ))
l u

T

Bh P    P Q B P QL L  (3-42) 

由定理 4 及式(3-42)以及其它的分析[49]，可得到相应的梯度投影算法，算法框

架如表 3.2 所示： 

表 3.2 TV 去噪梯度投影算法 

输入：含噪图像 B、正则化参数，以及迭代次数 K。 

输出：关于式(3-32)的优化解 
X  

初始化：设置    0 0 ( 1) ( 1), ,m n m n   P Q 0 0  
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第 k 步：(k=1,2,…,K)计算 

       
,1 1 1 1

1
, , ,

8 l u

T

k k k k B k kP P 


   

 
     

 
P Q P Q B P Q

P
L L  (3-43) 

则  
,

( , )
l uBP   X B P QL  

其中，P
P
表示从矩阵对  ,P Q 到另一组矩阵对  ,R S 的一个映射。映射关系如下： 

 

 

 

 

 

,

2 2

, ,

,

,

,

,

2 2

, ,

,

,

,

,     1, , 1, 1, 1
max 1,

,                                        i=1, m-1
max 1,

,    1, , 1, 1, 1
max 1,

,                     
max 1,

i j

i j i j

i j

i n

i n

i j

i j i j

i j

m j

m j

p
i m j n

p q
r

p

p

q
i m j n

p q
s

q

q


   


 




   




              1, 1j n







 


 (3-44) 

Amir Beck 等人还提出了一种更为快速的梯度投影算法[49]，其思路与 ISTA 到

FISTA 的扩展思路差不多。其算法框架如表 3.3 所示： 

表 3.3 TV 去噪的快速梯度投影算法 

输入：含噪图像 B、正则化参数，以及迭代次数 K。 

输出：关于式(3-32)的优化解 
X  

初始化：设置      1 1 0 0 ( 1) ( 1) 1, , , , 1m n m n t     R S P Q 0 0  

第 k 步：(k=1,2,…,K)计算 

       
,

1
, , ,

8 l u

T

k k k k B k kP P 


 
     

 
P Q R S B R S

P
L L  (3-45) 

 

2

1

1 1 4

2

k

k

t
t 

 
  (3-46) 

      1 1 1 1

1

1
, , ,k

k k k k k k k k

k

t

t
   



 
    

 
R S P Q P P Q Q  (3-47) 

则  
,

( , )
l uBP   X B P QL  

为了去除 3.2.3 小节重建后所引入的伪影，我们将 3.3.2 节所述的图像去噪方

法作为 3.2.3 小节重建后的图像的后期处理方法，较好地去除了伪影，并保持了边

缘特性[2]，但这种方法也带来了一定的问题。 

虽然基于全变分的去噪方法较好地将图像重建引入的伪影去除了，而且保持

了大多数边缘。然而，对于一些与噪声特性十分接近的边缘信息，全变分去噪方

法也将其滤除。例如 Cameraman 中的草地，就会被认为是噪声而被滤除。 

另一方面，从信息论的角度来看，在第一次重建之后，所得到的图像的熵就
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已经减小了，如果对重建后的图像再进行处理，则图像的熵会再一次下降。因而

作者提出，如果将 TV 项直接加入重建的过程中，将会保留更多的信息，从而重建

出更真实、更高质量的图像。 

3.3.3 基于全变分的重建方法 

将 TV 范数加入压缩编码孔径的重建模型中，可以将重建模型写为如下形式： 

 
2

TV 1 2
ˆ min

2


    

X
X X Ψx Ax b  (3-48) 

通过式(3-48)与式(3-9)的比较可知，X 为重建后图像的真实值；X̂ 为重建后图

像的估计值； T θ Ψx W x，即 TΨ W ； CCA A R DA ； 0  、 0  、 0 

为权衡因子，但 与  不能同时为 0。另外，这个算法对于各向同性的 TV 范数和

各向异性的 TV 范数都可以处理，但本文仅以各向同性的 TV 范数为例，其结果可

以很容易地被推广到各向异性的 TV 范数。另外，为了方便，用 T

iψ 表示Ψ 的第 i

行，用矩阵 C 表示 BCCB 矩阵 ACCA；为了取消歧义性，将降采样矩阵 D 用矩阵 P

来表示，则(3-48)式可被写为： 

 

2 2

2

2
1 1

ˆ min
2

n n
T

i i

i i


 

 

    
x

x D x ψ x PCx b  (3-49) 

其中，
22 n

i

D 为局部有限差分算子。对于式(3-49)，可以很容易地将其扩展为带

有非负约束的优化问题，即图像信号 0x 。 

总的来说，与 2.3.1 节的思路类似，可以使用分离变量的方法使得问题变为

 min ( ) ( )f gLx x ，从而获得  min ( ) ( ) : 0f g  y x Lx y ，之后可使用拉格朗日

方法将上式变为 

 
2

2
min ( ) , ( )f g    y Lx y Lx y x  

这种分离变量的技术一开始被应用在带有 TV 正则项的图像去卷积问题上[51]。

在分离变量思路的指导下，将(3-49)式改写为： 

 
2

2, , ,
min

2
i i

i i


 
 

   
 
 

y z u x
y z Pu b  (3-50) 

其中， 2, , , 1,2,T

i i i i i n   u Cx y D x z ψ x . 

对于 , ,s t  及 2, , s t υ ，定义 

 

 

 

21
1

22
2

( , , )
2

( , , )
2

T

s t s s t s t


  




    

    s t υ s υ s t s t

 (3-51) 

其中， 1 2, 0   是参数。则(3-50)式的带参拉格朗日函数可以写为： 
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2 2 1 1

2

23 3

3

( , , , , ) ( , , ( ) ) 1( , , ( ) )

2 2

T

A i i i i i

i i

z     

  



 

    

 y z u x λ y D x ψ x

u Cx Pu b

L

 (3-52) 

其中，
3 0  为惩罚因子，  1 2 3, ,  λ 包含了拉格朗日乘子。对于每个 i，

1( )i  ，

2

2( )i  且
2

3

n  。给定 ( , , , )k k k k
y z u x 和 k

λ ，经典的 ALM 框架[52][53] (Augmented 

Lagrangian Method)对式(3-50)做如下的迭代处理： 

 

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

2 2 2 2

1 1 1

3 3 3 3

( , , , ) arg min ( , , , , ),

( ) ( ) ( ), ,

( ) ( ) ( ), ,

( ) ( ) ( )

k k k k k

A

k k k T k

i i i i

k k k k

i i i i

k k k k

y z u x

i

i

 

 

 

   

  

  

  

 


   


   
   

y z u x λ

λ λ z ψ x

λ λ y D x

λ λ u Cx

L

 (3-53) 

在 ALM 框架中，每一次迭代都需要对 ( , , , , )k

A y z u x λL 做精确的最小化，这会

引入较大的计算量。然而可以发现，对于固定的 λ和 x ，
AL 的 ,y z 和u变量是分离

的。为了利用这一特性，可以使用 ADM( alternating direction method of multipliers )

方法[54][55]。这种方法已成功应用到多种信号重建和图像重建的应用中[56]。 

在此，通过交替最小化 ( , , )y z u 和 x来达到降低 ( , , , , )k

A y z u x λL 的目的： 

 

1 1 1

1 1 1 1

( , , ) arg min ( , , , , )

arg min ( , , , , )

k k k k k

A

k k k k k

A

  

   

 




y z u y z u x λ

x y z u x λ

L

L
 (3-54) 

然后按照(3-53)式的方法迭代更新拉格朗日乘子。对于固定的 kλ λ 和 kx x ，

由于 ( , , , , )k k

A y z u x λL 关于 y、z 和 u 是相互独立的，因而关于 ( , , )y z u 的联合最小

化实际可以分解为三个独立的最优化并可以并行执行。其中， 1k
z 的优化式为： 

 1

1 1 1 1 1 1arg min ( , , ( ) ) ( ( ) ,1 ),
i

k T k k T k

i i i i i iS i     
z

z z ψ x λ ψ x λ  (3-55) 

其中， 1 1( ,1 )S  为一维收缩算子，定义为 1(max{| | 1 ,0} sgn( ))    ，sgn( ) 为符号

函数； 1k
y 的优化式为： 

 1

2 2 2 2 2 2arg min ( , , ( ) ) ( ( ) ,1 ),
i

k k k k k

i i i i i iS i     
y

y y D x λ D x λ  (3-56) 

其中， 2 2( ,1 )S  为二维收缩算子，定义为 2(max{ 1 ,0} ) s s s ，并规定

0 (0 / 0) 0  ，u 的值可由下式获得 

   1

3 3 3( )k T k k T        u I P P u Cx λ P b  (3-57) 

其中，I 表示单位矩阵。由于 P 是一个选择矩阵，因此 T
P P 为对角矩阵，因而(3-57)

式的解可以很轻易地获得。y、z、u 的计算复杂度与 x 的维度线性相关。 

在 ADM 框架，即式(3-54)的第二步骤中，x 的获取实际为一个最小二乘问题： 

 
1 1 1 1

2 2 1 1 3 3( ) ( ) ( )k T k k T k k T k k            Mx D y λ Ψ z λ C u λ  (3-58) 
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其中，
2 1 3

T T T    M D D Ψ Ψ C C ，
2 22n nD 为全局有限差分算子。在周期

边界条件下， T
D D为 BCCB 矩阵。由于 C 也是一个 BCCB 矩阵，而Ψ 是一个正

交矩阵，因此，系数矩阵 M是可被二维傅里叶变换矩阵对角化的。因此，(3-58)式

的解包含两个快速傅立叶变换(详见 2.2.2 节)。最后，可以按照(3-53)式的方法来更

新拉格朗日乘子。整个关于求解式(3-49)的算法流程被归纳在表 3.4 中。可以证明

当 (0,( 5 1) / 2)i   时，可以收敛[57]。 

表 3.4 基于全变分的重建方法流程图 

ADM : 输入数据 , , ,P C Ψ b，参数 , 0   以及 0  。给定
1 2 3 1 2 3, , , , , 0       ，

初始化 0 0, x x λ λ 并设定 0k  。 

当未达到终止条件时： 

1) 根据式(3-55)、式(3-56)和式(3-57)获取 1 1 1, ,k k k  
z y u ； 

2) 利用快速傅立叶变换解(3-58)式而获得 1k
x ； 

3) 通过(3-53)式的 2-4 行来更新 λ。 

最佳的模型参数   、 和 应由数据来决定。而典型的，  的值一般取为

1 2 3 1.618     ，另外在仿真过程中，取
1 2 10   。

3 的最佳取值与数据有

关。建议 3 取在 1-20 之间。 

3.4 仿真实验与分析 

在这一节中，选取了 Phantom、Brain 以及 Blocks 这三幅图像，并利用 1) GPSR

方法（简称为 GPSR）；2) GPSR 重建+后期 TV 去噪方法（简称为 GPSR+TV）；3) 

将 TV 范数加入重建过程中的 ADM 重建方法（简称为 ADM 方法）这三种方法进

行重建，并对其效果和性能进行了比较。 

3.4.1 重建效果比较 

在图 3.8 中，(a)图为 Phantom 原图，其分辨率为 256×256，将其认为为真实

场景。作为参考，(b)图为(a)图一般成像后的降采样图像，其分辨率为 128×128 像

素。(c)图为使用压缩编码孔径成像后的低分辨率图像，其分辨率亦为 128×128 像

素。(d)、(e)、(f)图为将(c)图在计算机上恢复重建为 256×256 像素后的图像，所使

用的重建方法分别为：GPSR 重建、GPSR 重建+TV 去噪、ADM 重建。可以明显

地看到，(d)、(e)、(f)三幅重建图像都恢复了(a)图的大量高频信息。然而，使用 GPSR

重建后的图像含有大量的伪影。(e)图在(d)图的基础上加入 TV 去噪后，伪影减轻

了很多，而利用 ADM 的重建几乎看不到任何伪影，效果最好。 
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     (a) Phantom原图         (b) 降采样图           (c) 观测图像 

    
(d) GPSR 重建          (e) GPSR+TV           (f) ADM 重建 

图 3.8 phantom 图重建效果比较图 

接下来，又对 Brain 和 Blocks 两幅图进行了重建，其结果如图 3.9、图 3.10 所

示。从图中我们可以看到，对于 Brain 图像，三种方法的重建效果差异不是特别明

显，而对于 Blocks 图像，我们可以明显地发现，使用 GPSR 和 GPSR+TV 方法重

建后的图像的小方块很不清晰，然而 ADM 方法却能将小方块很好地重建。 

   
            (a) Brain 原图                     (b) GPSR 重建 
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            (c) GPSR+TV                       (d) ADM 重建 

图 3.9 brain 图重建效果比较图 

      
          (a) Blocks 原图                           (b) GPSR         

      
          (c) GPSR+TV                        (d) ADM 重建 

图 3.10 blocks 图重建效果比较图 

这三组实验的信噪比结果被记录于表 3.5 中。从表中可以看出，对于任意图片，
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用 GPSR 方法重建的效果都不及利用 GPSR+TV 方法重建的效果；而用 GPSR+TV

方法重建的效果又不如 ADM 方法重建的效果。特别是对于 Phantom 和 Blocks 这

两幅图像而言，ADM 方法重建图像的 SNR 要远大于其它两种方法重建的图像。 

表 3.5 不同方法的信噪比比较 

SNR GPSR GPSR+TV ADM 

phantom 11.3 12.4 48.5 

brain 13.3 13.9 14.0 

blocks 10.7 12.1 66.2 

3.4.2 时间复杂度比较 

表 3.6 为三种不同的方法在重建图像时所需要的时间。这里，GPSR 方法都采

用最多 300 次主迭代和最多 200 次去偏迭代。可以看到，ADM 方法的总体时间比

其它两种方法的时间要短。而 GPSR+TV 方法的消耗时间是在 GPSR 方法消耗时间

的基础上加上 3~4 秒。 

表 3.6 不同方法的重建时间比较（单位：秒） 

CPU 时间 GPSR GPSR+TV ADM 

Phantom 72.6 76.4 7.7 

Brain 68.9 71.3 24.8 

Blocks 65.7 69.7 8.2 

图 3.11 和图 3.12分别为 GPSR方法和 ADM方法重建时信噪比随时间的变化。

GPSR 重建方法的信噪比在整个重建过程中一直在增加，并在大约 45s 的阶段有一

加速上升的趋势。事实上，在 45s 左右的时候正是主循环刚刚结束，去偏刚刚开始

的阶段。可以看到，去偏确实对图像的重建起到了积极作用。但也发现，不论从

SNR 上或是从时间效率上来看，GPSR 重建方法的效果都比 ADM 重建方法的效果

差很多。ADM 方法使重建图像的信噪比在 8 秒之内就趋于平稳，而除了 Brain 图

像，GPSR 方法不论在主循环阶段或是在去偏阶段，图像的 SNR 都没有到达平稳

状态。 
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图 3.11 GPSR 方法信噪比随时间的变化 
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图 3.12 ADM 方法信噪比随时间的变化 
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3.4.3 多值模板与二值模板的比较 

由第三章的分析可知，多值模板卷积要比二值模板卷积的重建质量更好。当

迭代次数比较少时，在此，我们取主程序 200 次迭代，去偏 100 次迭代，二值模

板与多值模板的结果如图 3.13 所示。 

       
     (a) 摄影师原图      (b) 二值模板结果      (c) 多值模板结果 

图 3.13 二值模板与多值模板的重建结果比较 

其中，(b)的伪影明显，其 SNR 值为 10.154。而(c)图伪影大大降低，其 SNR

值为 14.167。由此可见，当迭代次数相同时，多值模板的卷积要好于二值模板的

卷积。保持去偏次数不变，我们又用更多的主程序迭代次数来尝试，得到了如下

的图表。 

 
图 3.14 信噪比随迭代次数的变化 

应用多值模板和二值模板重建结果的性噪比 SNR 最终都趋向平稳。但使用多

值模板时，优化时的收敛速度明显快于二值模板的收敛速度，且其 SNR 值总是优

于使用二值模板重建时的 SNR 值。 
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3.5 本章小结 

本章首先介绍了单像素相机与高光谱压缩编码孔径成像系统，并描述了压缩

成像的两类成像系统；接下来着重讨论了压缩编码孔径成像系统及其重建方法。

为了消除重建方法中的伪影，尝试了两种方案，一是在重建之后使用 TV 去噪的方

法去除图像中的伪影；二是将 TV 正则项加入到重建的优化式中，并使用 ADM 方

法求解。实验表明，第二种思路的效果和效率都好于第一种思路。最后，通过实

验验证了多值模板相对于二值模板的优越性。 
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第四章 压缩编码成像的扩展 

傅里叶光学采用傅里叶分析和线性系统理论对光学问题进行研究，其研究的

问题包括光的空间频率、光的成像等。利用傅里叶光学所介绍的 4-f 系统，可以对

压缩编码成像问题从频谱方面进行研究，将成像的空间卷积模型变换为频域的乘

积模型，实现压缩编码成像的频域扩展。另外，通过对 4-f 系统的改进，亦可实现

压缩编码成像在时域上的扩展，获得更佳的成像效果。 

4.1 傅里叶光学基础 

处理光学问题，一般可以从两个方面着手。一方面是几何光学，通过光线追

迹的方法来研究光学系统；另外一方面则是通过对光学衍射的研究来考察光学系

统的性质。几何光学方法简单但不准确；物理光学方法准确但十分复杂。在信息

论的推动下，傅里叶分析方法和线性系统理论的引入使古老的光学衍射分析变得

更为简单。傅里叶光学将光的衍射简化为菲涅尔和夫琅禾费两种衍射模型，从光

的空间频率的角度来研究光信息问题[58][59]。 

4.1.1 透镜的相位调制作用 

这里引入透镜的复振幅透过率 ( , )lt x y 来研究透镜对于入射波前的作用，其定

义为： 

  
 

 

' ,
,

,

l

l

l

U x y
t x y

U x y
  (4-1) 

如图 4.1 所示，  ,lU x y 和  ' ,lU x y 分别是透镜前平面和透镜后平面上的光场复振

幅。 

Ul(x,y) Ul
’(x,y)

P P’

d0 di

 
图 4.1 会聚透镜对点光源成像 



42 光学压缩编码超分辨率成像方法研究 

 

图 4.1 表示出一个会聚透镜对点光源的成像。如果不考虑透镜有限孔径的衍射

效应，也不考虑像差，一个位于光轴 P 点的单色点光源通过会聚透镜在光轴上 'P 点

得到它的点像。从波面传播过程中发生的变化来看，透镜的作用是使一个发散球

面波变换为会聚球面波。傍轴近似下，位于 P 点的单色光源发射出的发散球面波

在紧靠透镜之前的平面上产生的复振幅分布可以表示为： 

 2 2

0

0

( , ) exp( )exp[ ( )]
2

l

k
U x y A jkd j x y

d
   (4-2) 

式中，常数 A表示傍轴近似下该平面上均匀的振幅分布，k 为波矢，
0d 表示点光源

到透镜的距离。 

考虑薄透镜的情况，并忽略透镜对于光波振幅的影响，傍轴近似下，向 'P 点

会聚的单色球面波在紧靠透镜之后的平面上产生的复振幅分布可以表示为 

 ' 2 2

0( , ) exp( )exp[ ( )]
2

l

i

k
U x y A jkd j x y

d
     (4-3) 

式中，
id 表示点光源的像到透镜的距离。 

式(4-2)和式(4-3)中，相位因子 0exp( )jkd 和 exp( )ijkd 仅表示常量位相变化，

它们并不影响平面上位相的相对空间分布，分析时可以略去。把式(4-2)和式(4-3)代

入式(4-1)，则透镜的位相调制为 

 
'

2 2

0

( , ) 1 1
( , ) exp ( )

( , ) 2

l
l

l i

U x y k
t x y j x y

U x y d d

  
      

  

 (4-4) 

由于物、像距 0d 和 id 满足成像的透镜定律 

 
0

1 1 1

id d f
   (4-5) 

式中 f 为透镜的焦距。于是透镜的相位调制可以简单地表示为： 

 
'

2 2( , )
( , ) exp ( )

( , ) 2

l
l

l

U x y k
t x y j x y

U x y f

 
    

 
 (4-6) 

显然，透镜能够对点物成像，即能把发散球面波变换为会聚球面波，正是由

于它具有这一位相调制的能力。 

4.1.2 透镜的傅立叶变换性质 

透镜之所以能够用于作傅里叶变换，根本原因在于它具有能对入射波前施加

位相调制的能力，或者说是透镜的二次位相因子在起作用。本小节将对最常用的

单色平面波照明下的傅里叶变换光路作出讨论。观察平面都选在透镜的后焦面。

而物体相对于会聚透镜，可位于三种不同位置：紧靠透镜放置、在透镜前方相距 0d
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处放置、在透镜后方相距后焦面d 处放置。 

下面将分别讨论上述的三种情况。 

4.1.2.1 物体紧靠透镜放置 

图 4.2 表示物体紧靠透镜放置的傅里叶变换光路。所谓物体是指透射型的薄的

平面物体，例如记录有二维信息的透明片。采用振幅为 A的单色平面波垂直照明。

为了求出透镜后焦面上的光场分布 ( , )f f fU x y ，沿光波传播方向逐一求出三个特定

平面上的场分布：物体与透镜之间的平面上的复振幅分布 ( , )lU x y 、紧靠透镜之后

的平面上的复振幅分布 ' ( , )lU x y 以及后焦面上的复振幅分布 ( , )f f fU x y 。 

f

t(x,y)

Ul Ul
’ Uf (xf,yf)

 
图 4.2 物体紧靠透镜的傅里叶变换光路 

物体的复振幅透过率为 ( , )t x y ，所以 

 ( , ) ( , )lU x y At x y  (4-7) 

为了方便，先不考虑透镜的有限孔径，它的复振幅透过率可以表示为式(4-6)。

于是有： 

 
' 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )exp ( )

2
l l l

k
U x y U x y t x y At x y j x y

f

 
     

 
 (4-8) 

光波从透镜传播 f 距离，在后焦平面上有[58]： 

 

 2 2

,

2 2

( , ) exp ( ) ( , )
2

exp ( ) ,
2

f f
x y

x y
f f f f f f f

f f

f f

f f

A k
U x y j x y t x y

j f f

x yA k
j x y T

j f f f f

 

  

 

 
   

 

  
     

   

 (4-9) 

其中，  ( , ) ( , )x yT f f t x y  。式(4-9)给出了一个重要结果，即透镜后焦面上的光场

分布正比于物体的傅里叶变换。即后焦面上 ( , )f fx y 点的振幅和位相正比与物体频

谱所包含的频率分量 ( , )x f y ff x f f y f   的振幅和位相。 

当然，这种傅里叶变换关系是不准确的。由于变换式前存在位相因子
2 2exp[ ( ) / 2 ]f fjk x y f ，后焦面上的位相分布与物体频谱的位相分布并不相同。通常
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记录和测量的是观察平面上的强度分布，这一位相对它并没有影响，所以 

 

22

( , ) ,
f f

f f f

x yA
I x y T

f f f  

  
   
   

 (4-10) 

显然，后焦面上的光强分布恰恰是物体的功率谱。 

4.1.2.2 物体放置在透镜前方 

图 4.3 表示物体放置在透镜前方的傅里叶变换光路。物体的复振幅透过率为

0 0( , )t x y ，它与透镜之间的距离为
0d 。由于上一节已经推导出紧靠透镜之前的平面

上场分布 ( , )lU x y 与透镜后焦面上场分布 ( , )f f fU x y 之间的关系，因而只需要沿光

波传播方向逐一计算三个特定平面上的场分布：紧靠物体之后的平面上复振幅分

布
0 0 0( , )U x y 、紧靠透镜之前的平面上的复振幅分布 ( , )lU x y 和后焦面上的复振幅分

布 ( , )f f fU x y 。 

f

t(x0 ,  y0)

Ul (x , y) Uf (xf , yf)U0 (x0 ,  y0)

d0

 
图 4.3 物体放置在透镜前方的傅里叶变换光路 

用振幅为 A的单色平面波垂直照明，物体的透射光场为 

 0 0 0 0 0( , ) ( , )U x y At x y  (4-11) 

通过计算可得： 

 2 20( , ) exp[ (1 )( )]  T( , )
2

f f

f f f f f

x ydA k
U x y j x y

j f f f f f  
     (4-12) 

可见后焦面上的复振幅分布仍然正比于物体的傅里叶变换，由于变换式前的

二次位相因子，使物体的频谱产生一个位相弯曲。当 0 0d  ，物体紧靠透镜，公式

给出的结果与式(4-9)完全一致。当物体位于透镜前焦面时， 0d f ，上式变为 

 ( , ) ( , )
f f

f f f

x yA
U x y T

j f f f  
  (4-13) 

显然，这一位相弯曲完全消失，后焦面上的光场分布是物体准确的傅里叶变换。

当利用透镜对物体作傅里叶变换运算时，这正是我们通常所选用的光路。 
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4.1.2.3 物体放置在透镜后方 

图 4.4 表示物体放置在透镜后方的傅里叶变换光路。物体的复振幅透过率仍为

0 0( , )t x y ，它离开后焦面的距离为d 。仍然采用振幅为 A的单色平面波照明。在这

一光路中我们关心的是四个特定平面上的场分布：紧靠透镜之后的平面上的复振

幅分布 ' ( , )lU x y 、紧靠物体的前后两个平面上的复振幅分布
0 0 0( , )U x y 和 '

0 0 0( , )U x y 、

后焦面上的复振幅分布 ( , )f f fU x y 。可沿光波传播方向，逐面进行计算。 

f

t(x0 ,  y0)

Ul
’ Uf U0 

d

U0
’

 
图 4.4 物体放置在透镜后方的傅里叶变换光路 

通过计算，得到： 

 

 2 2

0 02 ,
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( , ) exp[ ( )] ( , )
2

                 exp[ ( )] ( , )
2

f f
x y

x y
f f f f f f f

d d

f f

f f

Af k
U x y j x y t x y

j d d

x yAf k
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j d d d d

 

  

 
  

  

 (4-14) 

式中， 

  0 0( , ) ( , )x yT f f t x y   (4-15) 

公式表明当物体位于透镜后方时，除了相差一个二次位相因子，后焦面上得到的

仍然是物体的傅里叶变换。当d f 时，所得结果与公式(4-9)完全相同，说明物体

无论紧靠透镜前放置还是紧靠透镜后放置，效果是一样的。 

总结以上三种情况，单色平面波照明下，无论物体位于透镜前方、后方还是

紧靠透镜，在透镜的后焦平面上都可以得到物体的功率谱。对于这种照明方式，

透镜后焦面常被称为傅里叶变换平面或（空间）频谱面。然而，当且仅当物体放

置在透镜前焦平面上时，透镜的后焦平面才出现准确的物体频谱。利用这一特性，

下面将介绍 4-f 成像系统。 
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4.2 压缩编码成像的频域扩展 

图 4.5 为光学 4-f 成像示意图。将物体置于
1L 透镜的前焦平面，即

i ix Oy 平面上，

并对其进行单色光照明。根据 4.1.2 小节的论述可知，在
1L 透镜的后焦平面、

2L 透

镜的前焦平面，即 'x yf O f 平面上，获得的是物的频谱像。而当频谱面的像经过
2L 透

镜的后焦面时，成的像为频谱面的频谱像。 

f

1L 2L

ix

iy oy

oxxf

yf

O 'O ''O

物面 频谱面 像面

f f f

 
图 4.5 光学 4-f 系统示意图 

根据傅里叶变换的性质， ''o ox O y 平面的像是物的频谱的频谱，实际为物的倒

像。可用公式表示为： 

     ( , ) ( , ) ( , ) ( , )o o o f x y i i i i i iU x y U f f U x y U x y         (4-16) 

其中， , ,i f oU U U 分别表示 i ix Oy 、 'x yf O f 及 ''o ox O y 平面的复振幅。 

若不考虑图像的倒置问题，在数值上，可以将 4-f 系统的成像过程描述为： 

    1 true  Y XD  (4-17) 

或其向量形式： 

 1 truey DF Fx  (4-18) 

在这里，由于傅里叶变换和傅里叶逆变换互为逆运算，因此，这里的Y 实际

为 true
X 的降采样形式。这里的降采样指 CCD 的降采样。从上式可以看出，若在

'x yf O f 平面对物的频谱进行调制，则可以实现压缩编码成像。下面从振幅和相位

两个方面来讨论 4-f 系统的压缩编码成像方法。 

4.2.1 4-f 系统压缩振幅调制方法 

在图 4.5 中，若在频谱面加入 0/1 二值编码孔径模板，则相当于在频谱面上进

行振幅调制。数学表达式可写为： 

    1 true  Y P XD  (4-19) 
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或其向量形式： 

 
  1

1

true

true true







 

y DF p Fx

DF ΣFx Rx

 (4-20) 

其中， 表示对应元素相乘， P 为 0/1 二值编码孔径模板，0 表示不通过，1 表示

通过。可以通过数字微镜元件(DMD)来实现。 p 为 P 的向量形式，Σ为对角矩阵，

其对角线上的元素 ( , ) ( )i i iΣ p ， 1R DF ΣF 。根据 2.2.2 小节可以看出，式(4-20)

中的 1
F ΣF 为 BCCB 矩阵。因此，该模型与 3.2.2 节的压缩编码孔径成像模型完全

相符。利用 3.3 小节所描述的重建方法，即可重建出高分辨率图像 X̂ 。其光学结构

图如图 4.6 所示： 

f f f f

1L 2L

频谱面 像面

CCD

物面

0/1编码模板

 
图 4.6 4-f 系统振幅压缩调制 

4.2.2 4-f 系统相位压缩调制方法 

事实上，图像的压缩采样模型可以看作原图像信号与可控随机信号卷积的测

量值。利用 SLM，可以构造出幅值为 1 的随机相位模板。 

设随机相位模板 exp[ ( , )]x yj f fP ，其中  ( , ) 0,2x yf f  符合 0,2 间的均

匀分布，并使得相位模板 P 具有共轭对称性。这是因为，若其具有共轭对称性，

则得到的观测为实值，否则含有虚值。与 4.2.1 节相同，该相位压缩调制可以利用

3.3 节的方法进行处理。其流程图如下图所示： 
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f f f f

1L 2L

频谱面 像面

CCD

物面

0~2π相位编

码模板

 
图 4.7 4-f 系统相位压缩调制 

4.2.3 仿真实验与分析 

在参数设置完全相同的前提下，对 Phantom图像和 Cameraman 图像分别使用

振幅调制方法与相位调制方法进行仿真。仿真方法为 3.3.3 小节所介绍的 ADM 方

法。仿真结果如图 4.8 所示。 

   

(a) 原图             (b) 振幅调制           (c) 相位调制 

   

(d) 原图              (e) 振幅调制          (f) 相位调制 

图 4.8 振幅调制与相位调制重建效果比较 

在图 4.8 中，(b)图与(c)图的信噪比都为 49.3，而(e)图与(f)图的信噪比分别为

17.6 和 17.5，不论从图像本身或是信噪比来看，利用振幅调制方法和相位调制方
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法，重建结果的差异并不大。 

4.3 压缩编码成像的时域扩展 

在压缩感知的启发下，目前的压缩成像架构主要有两种，一种是单像素相机

成像，另一种是压缩编码孔径成像。从时空的角度来看，单像素相机在时间上随

机采样；而压缩编码孔径在空间上随机采样。单像素相机采样持续时间较长，影

响了成像的实时性；压缩编码孔径可以实现实时成像，但其 CCD 像元的压缩数有

限，并引入了一些人工痕迹。因此，本节将时间与空间相结合，在极短的时间内

利用压缩编码孔径成像若干次，以进一步改善压缩编码孔径框架下的成像效果。 

4.3.1 改进的压缩编码 4-f 系统实现 

压缩感知理论证明，若要获得更好的重建结果，降采样时应做到随机降采样。

这里，利用第四章所述的 4-f 系统，并利用随机卷积理论[60][61]，对第四章所提的压

缩编码框架做出改进。 

为了方便叙述，将式(4-19)和式(4-20)再次列出如下： 

    1 true  Y P XD  (4-21) 

其向量形式为： 

 
  1

1

true

true CCA true







 

y DF p Fx

DF ΣFx DA x

 (4-22) 

注意到算子  D 为积分下采样算子。将该算子对应的矩阵 m nD 写为行向量的

形式，即 

 
1 2

T
T T T

m
   D d d d  

其中 1 , 1,2, ,n

i i n d 为矩阵 D的行向量。设 nmr n m ，在压缩编码的应用中，

1nmr  为一个整数。通过简单的推理可以得知， id 中有 nmr 个值为1 nmr ，而其余的

nmn r 个值均为 0。因此，行向量 id 的物理意义可以认为是从矩阵 CCA
A 中挑出 nmr 行，

并对该 nmr 作平均。而压缩感知理论表明，更好的降采样矩阵应该是从 CCA
A 中随机

挑取 m 行。因而对压缩编码 4-f 系统进行改进，其光学结构图 4.9 所示。 
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场景
x0

透镜
F

SLM

∑
透镜

F*

SLM

∑S

探测器平面
D

随机卷积A
CCA 降采样DS  

图 4.9 改进的压缩编码 4-f 系统光学结构 

上图中，场景通过第一个 4-f 系统获得调制后的像，而第二个 SLM 的作用即

是对所成的像进行筛选，使得一部分光通过而另一部分光不通过。在数学上可写

为矩阵形式： 

     1 true  Y S P XD  (4-23) 

或其向量形式： 

 1 true CCA true 
S S

y DΣ F ΣFx D A x  (4-24) 

其中， S SD DΣ ，由于探测器前的 SLM 是可以控制的，因此完全可以使得
SD

满足压缩感知的要求，即每行只包含一个 1 和 n-1 和 0。这样，即可实现对 CCA
A 关

于行的随机挑选。其重建结果要好于 4.2 节的结果。 

将经典的 Cameraman 图像、Lena 图像和 3.4 节的 Brain 图像进行仿真实验，

分别用积分降采样方法和随机降采样方法对这些图像进行采样，并对其进行重建，

重建后图像的 SNR 值如表 4.1 所示： 

表 4.1 不同降采样方式重建效果比较 

SNR Cameraman Lena Brain 

积分降采样 15.3 13.8 12.6 

随机降采样 17.3 16.2 13.2 

从表中可以看出，随机降采样的重建结果要好于积分降采样的重建结果。 

4.3.2 多次曝光的压缩编码成像 

单像素相机仅使用单像元在一段时间上连续采样，占据空间优势，但实时性

不够；而压缩编码结构仅采样一次，其使用的 CCD 的分辨率高于单像素但低于传

统采样时所需的 CCD 分辨率，占据时间优势，即使如此，其所需 CCD 分辨率仍

然较大。分时压缩编码结构使用比压缩编码结构分辨率更小的 CCD 在极短时间内

多次成像，其时间足够短，可认为多次成像时场景不变，并且在每次成像时变换
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编码孔径模板，这样即可得到多次相同场景的不同观测值。将这多次不同观测值

合成为一个单一观测值，并用其进行解码超分辨率重建。 

为了利用图 4.9 所描述的光学成像方式进行压缩测量，我们可以使用较大的

CCD（例如 / 4m n ）进行测量，也可以利用更小的 CCD 进行多次测量。在每次

的测量中仅仅改变置于 CCD 前的 SLM 的编码方式，即选择矩阵 CCA
A 的不同行进

行观测。用数学式表达为： 

 

(1) (1)

(2) (2)

( ) ( )

CCA true

s

CCA true

s

l l CCA true

s







y D A x

y D A x

y D A x

 (4-25) 

上式一共进行了 l 次连续观测。当拍摄的是静态图像或曝光时间很短而使得 true
x 可

认为不变时，这 l 次观测值可以被很方便地联合求解。 

 CCA true

M My D A x  (4-26) 

其中， 

 

(1)(1)

(2)(2)

( )( )

,

s

s

M M

ll

s

  
  
   
  
  
    

Dy

Dy
y D

Dy

 (4-27) 

此时，即可利用 3.3 节所述的方法进行重建。 

其整体的流程可用表示为图 4.10。 

 

4-f成像系统4-f成像系统
重建

组合
多次

曝光

 

图 4.10 多次曝光的压缩编码孔径成像流程图 

小分辨率的图像可以为任意分辨率大小，重建出的图像分辨率仅与两个 SLM

的分辨率有关。其重建方法直接利用 3.3 节所描述的 ADM 重建方法即可。 



52 光学压缩编码超分辨率成像方法研究 

 

4.3.3 仿真实验与分析 

为了重建分辨率为 256 256 的图像，可以选用分辨率为128 128 的图像，也可

以选用更小分辨率的图像，如64 64 、32 32 等。这里选取具有代表性的64 64 分

辨率的 CCD 来采集图像，分别采集 1 次、2 次、4 次、8 次、16 次并重建图像，

如图 4.11 所示。 

   

(a) 原图             (b) 采样 1 次          (c) 采样 2 次 

   

(d) 采样 4 次          (e) 采样 8 次          (f) 采样 16 次 

图 4.11 多次曝光仿真实验 

图 4.11 中，(b)图 SNR 为 10.3，(c)图 SNR 为 13.3，(d)图 SNR 为 17.3，(d)图

SNR 为 24.0，(f)图 SNR 为 41.8。可见多次曝光采样可以大大提高图像的质量。 

4.4 本章小结 

本章首先介绍了傅里叶光学基础，着重描述了 4-f 系统相关的知识，说明利用

4-f 系统可以实现随机卷积。利用该 4-f 系统，首先实现了压缩编码成像的频域扩

展。文中采用了两种调制方法，即振幅调制方法与相位调制方法来实现编码模板。

仿真实验表明，这两种方式都能获得较好的重建效果，不论从视觉上或是信噪比

上来看，其重建图像的质量都相差不大。之后对 4-f 系统架构进行改进，并将改进

后的系统架构应用于多次曝光的压缩编码成像上，通过仿真实验可以看出，采样

次数越多，图像质量越高。 
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第五章 总结与展望 

压缩成像是光学成像与压缩感知理论结合而产生的新领域。它证明了在成像

的采样过程中可以利用远小于奈奎斯特采样频率的采样率对原始场景进行采样，

然后通过后期重建使压缩编码后的图像恢复为高分辨率的图像。 

本文首先介绍了信号采样的数学理论基础——压缩感知理论，然后在该理论

的基础之上，结合光学成像知识，介绍了压缩编码孔径成像技术；在重建过程中

加入了全变分范数，使得重建结果的伪影大大降低。另一方面，提出了压缩编码

孔径在频域和时间域上的扩展。所谓的频域扩展是指结合傅里叶光学的知识，利

用 4-f 光学架构上实现随机卷积，提出了振幅的调制和相位的调制两种方法；而时

间域的扩展是指通过多次曝光的方法，利用更小分辨率的 CCD 来实现压缩编码孔

径成像。 

本文的主要内容和具体工作归纳如下： 

（1）介绍了压缩感知理论，说明了用更少采样获取高清图像的可能性；在压

缩感知理论框架的指导下，构建起光学的二维卷积成像模型与压缩感知的一维矩

阵-向量乘积模型之间的数学关系；并根据该数学关系，将块循环循环块（BCCB）

矩阵应用于压缩编码模板的设计中，并应用快速傅立叶变换，大大降低了算法的

空间复杂度与时间复杂度。 

（2）介绍了压缩编码孔径成像时的复原重建算法，并结合重建后伪影多的特

点，提出了后期 TV 去噪和在重建优化式中加入 TV 正则项两种方法，实验证明，

后者比前者的效果要好。 

（3）结合傅里叶光学的相关内容，介绍了压缩编码孔径 4-f 成像系统，并阐

述了振幅调制与相位调制两种调制方式。仿真实验表明，这两种方法都能取得较

好的重建效果。 

（4）对压缩编码孔径 4-f 成像系统架构进行改进，获得更好的重建结果，并

在此基础上提出了多次曝光的压缩编码孔径成像方法，使得人们可以使用更小分

辨率的 CCD 对静态图像或低速动态图像进行成像。 

由于作者的水平和时间的限制，光学压缩编码的成像技术还有很多可以继续

完善的工作： 

（1）目前所做工作只停留在仿真阶段，实验性的工作做的太少。可以预料，

实验中遇到的问题会比理论中的问题更多，更困难。因此，真正完成光路的搭建、

成像、重建会是下一步的重要工作。 

（2）压缩编码孔径 4-f 成像系统目前的设计只考虑了单色光的情况。如何将
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其推广到非单色光，从而能应用到更广范围的成像应用中亦是亟待解决的问题。 

（3）在重建过程中，还有一些尚未解决的问题。例如，对于有些图像如

Phantom、Blocks，其重建效果就十分好，而对于 Brain 这样的图像，其重建效果

就不如 Phantom、Blocks 的重建效果好，其原因还有待考究。这可能与稀疏化图像

的正交矩阵有关。如何使得每一幅图像都能获得最佳的重建效果亦是将来需要解

决的问题之一。 

（4）4-f 成像系统的架构过为复杂，若能将这种压缩编码成像的方式应用于普

通相机，则其应用范围将更为广泛。 
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研究成果 

在硕士研究生期间取得的研究成果如下： 

一、参加科研情况： 

1. 压缩编码孔径成像 

2. 酒品防伪标志手机识别系统 

3. 遥感图像去条带方法研究 
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